HE F 


非 线性 科学 从 书 出 版 说 明 
We l 
§ 1 B| orrereereerrerrreresrensrnepnasnraveepmeanewenrenenesseveesaseÍ 
§ 2 分 分 的 基本 概念 rr 3 
$3 分 贫 的 一 些 应 用 pe 
$4 突变. 自 组 织 与 分 针 cee 33 
第 2 童 分 从 理论 的 基本 方法 ee 37 
§5 | SES 37 


$9 奇异 注 痢 论 方法 ee 63 
$10 单 变量 静态 分 仇人 80 
Ae Mtge. oot 20s 2: Meee 2 


§ 15 模 态 相互 作用 er 139 
Hs 琢 分 动力 系统 基础 二 人 145 
索引 ， terass nneraatraotar natior te: TH 
pg Se ed mo ne de E 168 
ETA TTT T 174. 


Contents 
Preface 
CHAPTER 1 Summaries of Bifurcation- e.. Í 
§ 1 Introduction cee T 
§2 Basic Concepts of Bifurcation. ---.seessseeeeeesuvererser 8 
§8 Some Applications of Bifurcation.. ee 17 


§4 Catastrophe, Solf-Organization and Bifurcation… 33 
CHAPTER 2 Basic Methods in Bi fureation 


Theory ce 37 
SB Introduction eee 87 
86 The Method of Liapunoy—-Schmidt Reduction- 40 
§7 The Method of Center Manjifold pp 47 


S8 The Method of Poincare—Birkhoff Normal Form- 52 
CHAPTER 3 Singularity Theory and Static 


Bifurcations ce 65 
$9 Tho Method of Singularity Theoryee er 65 
$ 10 Statie Bifurcations with single Variable 80 
§ 11 Static Bifurcations with syinmetry ee 93 
CHAPTER 4 Dynamic Bifurcaticns and Mode 
Tnteractions. a 109 
§ 12 Hopf PBifureationeeeee ee ne 109 
§18 Other Dynamic Bifureations--++-++-+-- er rmeeeererrereere 128 
§ 14 Universal Unfoldings of Dynamic Bifurcations---129 
§ 15 Modo Tnicractiong 139 
APPENDIX Elements of Differential Dynamical 
BY SOMB esses ceseeseeereerseeerereeereneersenes 145 


Bubject Vth MR ATLETE TE dc oes AA E AE 185 
Author Indeg clive ii 169 
Bibliography Ne cle eevee decdecacsescdeesa PT 


eis 


#1 
ot OR 


$1 引 Ei 


对 于 含 参数 的 系统 , 当 参 数 变动 并 经 过 某 些 临界 值 时, 系统 的 
定性 福 态 (例如 平衡 状态 或 周期 运动 的 数目 和 稳定 性 等 ) 会 发 生 突 
然 变化 . 这 种 变化 称 为 分 岔 (bifnreation)， 分 贫 是 一 类 常见 的 重 
要 非 线 性 现象 ， 并 与 其 他 非 线性 现象 (如 混沌 、 罕 变 、 分形、 操 序 
RS UH, A, EFREN IAMA A E 
-位 . 

分 岔 问题 起 源 于 研究 一 些 力学 失 稳 现象 ， 早 在 18 世纪 中 叶 ， 
伯 努 利 (Daniel Bernoulli) 和 欧 拉 ( 工 , Euler) 等 人 就 已 研究 过 杆 
件 在 纵向 压力 作用 下 的 届 手 问题 ，1834 年 , 雅 可 出 (40. G.J. 
Jacobi) FARA SDT RY PR RH RAP AB, 首 
465 |B abzweigung”’ (PKS )IRTARB, 1885 年 , RH 
(H.J. Poincaré) Eih JEW ik EP RE A SS 
if, 1883 年 ， 和 雷诺 (0O. Reynolds) RR EGA BSH BREE 
为 湛 流 的 现象 , 从 此 开创 了 流动 稳定 性 的 研究 , BE A 
流体 力学 的 转 按 一 直 是 推动 分 倪 斌 究 的 重要 动力 . 本 世纪 30 年 
代 ， 范 德 波 ( 卫 . Van der Pol), HM DR(A. A. AHAXAPOR0B) 等 在 
非 线 性 振动 研究 中 即 已 发 现 大 量 分 岔 现象 然而， 在 相当 长 时 间 
里 ， 研 究 分 岔 主 坦 是 在 应 用 领域 中 进行 的 . 直到 本 世纪 60 ER, 
微分 动力 系统 、 突 变 、 奇 异性 、 非 线性 分 析 等 方面 逐渐 形成 了 现代 
数学 理论 , 电子 计算 机 和 和 有 北 计 算 手 段 相继 出 现 , 尤其 是 不 同 领域 
.中 混沌 现 象 的 发 现 , 促使 分 盆 理 论 迅 巡 发 展 , 并 有 号 在 力学 、. 物 理学、 
化 学 .生物 学 .生态 学 .医学 、 控制、 工程 技术 以 至 社会 科学 中 得 到 
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了 广泛 应 用 。 

在 介绍 分 贫 的 基本 概念 之 前 , 我 们 先 看 两 个 简单 的 例子 ， 

[H BAR wx 一 “一 0 的 解 随 参数 点 变化 的 情况 ， 共 
市 a weR, 

MeO 时 ,此 方程 有 唯一 解 = 0; 当 w>0 时 ， 此 方程 有 三 
个 解 :x=0 和 = 土 V ,图 1-1 表明 了 方程 的 解 随 参数 此 变化 
的 情况 解 的 数目 在 w- 0 处 发 生 突然 变化 , 因此 方程 出 现 分 贫 
CERBA IEDR”). 


m 1-1 


[ 例 2] ”考虑 微分 方程 组 
es —ytalp—(a?+y*)], 
| y=a+ylum-— (e+ ge)] 
的 解 随 参 数 WER AE RA D. 
FER MAP, 此 方程 组 可 写成 
r=r(u— r’), 
eae 
利用 初等 积分 法 , 不 难得 到 
| Veto), wt 0 时 ; 
VJ (2+ 0)-1, 当 =O R. 
8=t—to, 
其 中 心 和 加 由 初始 条 件 决定 . 1-2 RAMBSR u BK RM A 
时 此 方程 组 在 x-y APP LA A A BA). TAR 到 ， 
(0, 0) 娩 终 是 唯一 的 平衡 点 ， 对 和 0 相 平 面 上 的 胃 线 当 1-> 
十 co 时 都 盘旋 地 趋 于 原点 ， 即 (0， 人 是 渐 近 稳定 的 售 点 ; 当 以 >0 


(æ YER? (1.1) 


(1.2) 


(1.3) 


It, PLOY too RARE RF re, 即 (0, ORI 
HERRUS JE nf A BS EY HC BO SEY 
Har- VR， 显然 , 方程 组 (1.1) 的 解 的 定性 行为 ( 即 相 图 的 拓 
扯 结 构 ) 在 w=0 处 发 生 突然 变化 ， 因 此 出 现 分 贫 ( 通 常 称 为 “ 霍 普 
RB’), 

从 上 面 的 例子 可 以 初步 看 到 , 在 各 种 静态 和 动态 问题 中 , 存在 
不 同形 式 的 分 岔 现象， 本 章 将 简要 介绍 分 岔 的- . 些 基 本 概念 、 常 
见 类 型 和 重要 应 用 例子 , 为 以 后 各 章 的 深入 研究 打下 基础 . 


§2 分 从 的 基本 概念 


为 了 便于 理解 ， 本 节 主 要 介绍 有 限 维 欧 兵 空间 Rs LAS 
数 动力 系统 分 岔 的 一 些 基础 概念 ， 这 里 包括 由 OGE r>) 
BY f UxJ 了 一 R" 给 出 的 连续 动力 系统 

æ= f(a, K), æEUSZR, PEJOR” (2.1) 
其 中 如 、 了 是 开 集 ，z 是 状态 变量 ，j 是 分 岔 参数 ( 亦 称 "控制 变 
E”), 以 及 由 OC r>1) A 
g, UxJOR, œw b g(a, p) 
2EeUCR, pEJER” (2.2) 
SRA fo bce, KBPAMDAMA, 可 推广 到 有 
限 维 或 无 限 维 微分 流 形 上 的 动力 系统 。 更 详细 的 数学 表述 ,请 参 
看 本 书 附 录 的 第 161 页 . 

当 和 参数 上 连续 地 变动 且 通 过 pn€EJ 时 ; 如 果 系 统 (2.1) 或 
(2.29) 人 失去 结构 稳定 性 , 即 系统 前 定性 性 态 { 即 拓扑 结构 》 发 生 突然 
变化 ， 则 称 该 系统 在 ro 处 出 更 分 贫 ，Po RARE. SHAR 
值 组 成 的 集合 称 为 该 系统 在 参数 空间 中 的 分 岔 集 ， 为 了 清楚 地 描 
述 由 分 贫 所 引起 系统 的 定性 性 态 变化 的 情况 ,我 们 可 在 (2%，k) 空 
` 何 中 画 出 该 系统 的 极限 集 ( 各 平衡 点 (不 动 点 )、 阅 轨 ( 周 期 轨 线 )、 
PEF RS MEK pz 变化 的 图 形 ， 这 种 图 形 称 为 分 从 国 ， ER 
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OAT hh RM EAS BOR LER. 

一 般 说 , 完整 的 分 售 分 析 需 要 了 解 动力 系统 的 全 局 拓扑 结构 
这 是 十 分 复杂 , 甚至 是 难以 做 到 的 ， 实 际 应 用 中 , 有 时 只 需 考虑 在 
某 个 平衡 点 (不 动 点 附近 动力 系统 拓扑 结构 的 变化 ， 即 只 研究 在 
它们 的 邻 域内 局 部 向 量 场 (或 微分 同 胚 ) 的 分 盆 ， 这 类 分 贫 问 题 称 
为 局 部 分 贫 ， 如果 分 贫 分 析 涉 及 向 量 场 的 大 范围 拓扑 结构 ， 则 称 
WEB, 当然 ， 向量 场 的 “局 部 "和 “ 非 局 部 ”性 质 是 密切 相关 
的 , 局 部 分 盆 本 身 也 是 全 局 分 盆 分 析 的 重要 内 容 . 

下 面 以 单 参 数 动力 系统 为 例 介绍 一 些 典 型 的 分 岔 问题 . 我 
们 分 向 量 场 和 映射 两 种 情形 进行 讨论 , 并 设 参数 是 标量 , 即 

BER, 


§2.1 MEADE 


1. $@aRB 

HH u= Mo 时 系统 (2.1) 有 非 双 曲 平衡 点 o 即 f (are, po) = 
0, H3 æ 的 导 算 子 了 -所 wo wo) ALBA O 的 特征 值 ， 则 向 量 场 
f(x, p) w= Ho 时 是 结构 不 稳定 的 , ko 是 一 个 分 贫 值 . 这 时 , 对 
HR fŒ, wo) 作 适 当 的 小 挑动 ， 可 以 使 点 wo 附近 的 轨 线 拓扑 
结构 发 生变 化 ， 例 如 平衡 点 的 产生 (或 消失 )、 时 变 状态 (如 周期 就 
线 、 同 宿 或 异 宿 轨 线 等 ) 的 出 现 ， 这 种 分 贫 称 为 平衡 点 分 盆 , CR 
TARIA E. 

首先 考虑 非 双 江平 衡 点 的 一 种 最 简单 情形 此 时, Def Eo 
Lo) 只 有 一 个 零 特 征 值 , 而 其 他 特征 值 有 非 零 实 部 . 

[Al] “考虑 平面 系统 
. 和 一 此 一 到 y= —y. (a, y)ER, wER (2.3) 
4 w-OW, 此 系统 有 非 双 上 曲 平 衡 点 0(0, 0)， 因 为 其 向 量 场 fla, 


0 
v 各] 在 该 处 的 导 算 子 DJCO, 0, 0) ~ [ 0。 _ JAFRE. te 
系统 对 w<0 无 平衡 点 ， 对 = 0 有 一 个 在 原点 处 的 平衡 点 (入 结 
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“<0 p= 
图 2-1 2-2 

BO; 而 对 所 >>0 有 两 个 平衡 点 ， 稳 定 结 点 4(w m, 0) RRR 
避 ( 一 Vp 0)、 图 3-1 表明 了 相 图 随 参 数 点 变化 的 情况 . 图 3.3 
BABA, 它 描述 平衡 点 的 位 置 和 稳定 性 随 jw 变化 的 情况 , 其 中 实 
线 代 由 稳定 平衡 点 虚线 代表 不 稳定 平衡 点 .。 这 类 分 贫 称 为 鞍 结 
HA, 或 称 极限 点 分 谷 . 

[ 例 3 考虑 平面 系统 

C=ps—g yoy, (z, yY ER, wER (2.4) 

此 系统 对 上 <0 有 稳定 结 点 D(0，0) 和 鞍点 A, 0); 对 严 -0 有 
一 个 非 双 曲 平衡 点 ( 靶 结 点 )0; 对 只 >D 有 鞍点 O(0，0) 和 稳定 结 
A Alu, 0 图 323 和 名 324 分 别 给 出 相 图 随 严 变化 的 情况 和 分 
盆 图 ， 还 可 以 独到 ， 在 只 = 0 ib, 平衡 点 0 和 4 的 稳定 性 互相 交 
换 . 这 类 分 岔 称 为 跨 临 界 分 贫 ， 


< 发: 
oR < 


<0 p>) 


图 2-3 图 24 
[ 例 3] “考虑 平面 系统 
B= NE Y= (æ, YER wER (2.5) 


此 系统 对 上 <0 有 稳定 结 点 O(0 0)， 特 别 地 , 当 上 只 一 0 时 它 是 非 
双 曲 平衡 点 ， 对 4>0 有 三 个 平衡 点 : BR OO, 0) 和 稳定 结 点 
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ACS, 0),BC-—V/ w, 0), 图 3-5 和 6 分别 给 出 相 图 随 儿 变 
化 情况 和 分 岔 图 ， 这 类 分 盆 称 为 又 形 分 贫 . 


ped B>O 
fa 2-5 .图 2-5 

BETERE ANa ARA E. WH, Def (eo, 
po) A — ATAURRE AA, 而 其 他 特征 值 有 非 零 实 部 , 

[例句 ” 考 培 平面 系统 (I.1)， 此 系统 对 任何 ER 都 只 有 
一 个 平衡 点 0(0, 0), 向 量 场 在 该 处 的 导 算 子 为 

Dro 0, wh A Y 
i p 

4 p=0 时, DF(0, 0, 0) 有 一 对 纯 虚 特征 值 土 ?从 而 点 O 是 非 双 
HFAA SE, 由 微分 方程 定性 理论 可 知 , 当 p<0 时 点 0 是 
稳定 焦点 , 当 w> 0 时 是 不 稳定 焦点 . 因此 , 当 内 增 加 并 经 过 一 0 
时 ， 虽 然 平衡 点 的 数目 没有 变化 , 但 它 由 稳定 变 为 不 稳定 ， 即 稳定 
性 发 生 突然 变化 ; 此 外 ， 还 有 一 个 稳定 极限 环 突然 从 平衡 点 处 “ 冒 
B” RASA AH EREI A, 〈 更 准确 地 ， 应 称 为 通 有 均 若 夫 
2, WS 13)， 图 3-7 表明 相 图 随心 变化 的 情况 ， 为 简单 起 见 ， 
在 涉及 闭 轨 的 分 岔 问题 中 ， 通 常 取 闭 轨 的 振幅 (或 截 距 ) r 作为 分 
盆 图 的 纵 坐 标 ， 图 3 8G) Bw ERB ee, BE 
roO 的 实 线 代表 稳定 极限 环 ， 在 图 2-8(1) 上, 极限 环 是 在 参数 名 
大 于 分 贫 值 的 范围 内 存在 的 , ANDES Bl PERRO, 
而 在 另外 的 情形 中 ， 极 限 环 是 在 参数 岂 小 于 分 贫 值 的 范围 内 存在 
的 , 这 样 的 分 贫 称 为 亚 临界 翟 普 夫 分 贫 ( 见 图 .23-8(ii)). 

上 面 介绍 了 一 些 重要 的 平衡 点 分 省 类 迎 ， 一 般 地 说 ， 随 着 在 


Y td 
y 7 ~~、 | 
x 
t <4 
x. 
oni 一 一 一 = 
J-F =a A 


psd u>0 @ (ii) 
图 2-7 图 2-8 


分 岔 值 uo 处 的 导 算 子 Def aco, po) WISE MB O 的 特征 A e A 
加 , 分 倪 情 况 也 变 得 更 复杂 、 例 如 , 当 凡 变化 并 经 过 ka 时 , 可 能 有 
更 多 的 平衡 点 或 极限 环 等 从 非 双 曲 平衡 点 突然 “ 冒 出 ” 
2. APSE 
RA u= Mo 时 系统 (2.1) 有 非 双 曲 闭 轨 To MERRE 
对 应 Do 的 不 动 点 po 处 的 导 算 子 至 少 有 一 个 模 等 于 工 的 特征 值 ， 
WW aA f(a, po) FLT BAS. BO, EH f(a, wo fF 
4A AA, 就 可 使 To BTU Le Sh a RAE Et, IA 
轨 的 产生 (或 消失 )、 二 维 环 面 的 出 现 等 、 这 种 分 贫 称 为 于 轨 分 盆 ， 
TERTERA ARB, : 
15) ”考虑 平面 系统 
f -y~z o~ (ety —1)?], 
Y 一 < 一 %[ 及 一 (22 十 名 一 二)?] . 
(2, YER, BER (2.6) 
OTA: BR AP BY 
> -rie r1], (2.7) 
8=1, 
该 系统 只 有 一 个 平衡 点 0(0, 0), 它 当 <1 时 是 不 稳定 焦点 当 
kK>1 时 是 稳定 焦点 (其 中 ， 当 =1 时 是 稳定 细 仿 点 )， 丝 外 ,该 
系统 当 凡 <0 时 无 闵 轨 ; 当 j=0 时 有 一 个 半 稳 定 极限 环 Pl EE 
一 条 非 双 曲 闭 软 ， 其 庶 卡 莱 上 映射 的 导 算 子 的 特征 值 等 于 1); 当 
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O<pcl in ams Atte VIa n, Ep Purei- uE 
稳定 极限 环 , lan r= VI+ u 是 不 稳定 极限 环 ; 当 >i 时 只 有 
-- 个 不 稳定 极限 环 lan r-i- p. 629 RR we 
化 的 情况 , 图 2-10 给 出 了 分 岔 图 ， 显然 ， 当 有 -0 时 出 现 * 非 双 曲 
BIRREA”, E RMA uo 时, 闭 轨 了 6 分 成 两 
KART. Mle, RATER, 当 上 ~ 二 时， 在 原点 处 还 出 现 亚 临 
FEMA, 类 似 地 , 还 可 研究 “ 非 双 曲 闭 轨 的 跨 临界 分 岔 " 或 
ELERE” S, 


NTRAaS3DESHARAVIERM AR, eE 
FRRARRAHARDZ. Ain, 4 u= jo 时 ， 闭 轨 的 庞 卡 莱 
映射 有 一 个 特征 值 等 于 一 1, 而 其 他 特征 值 的 模 都 不 等 于 1, 就 可 
能 出 现 “ 非 双 曲 闭 轨 的 倍 局 期 分 贫 "( 见 图 2-11).。 随 着 变化 并 
经 过 jo 时， 变 成 另 一 条 闭 轨 ws， 其 周期 大 约 为 Te 的 周期 的 
BS. 又 如 当 u= uot}, MRLs 的 庞 卡 莱 映 射 有 一 对 模 为 1 的 
SSCP RTE. 随 着 必 变 化 并 经 过 ko PY, ARIE RPAH 可 能 
出 现 分 岔 , 变 为 一 个 二 维 不 变 环 面 解 (Z 解 )T。( 见 图 2-13). 


中 当 指出 ， 非 双 曲 著名 的 各 种 分 岔 都 可 以 通过 其 席 卡 菜 喘 射 
的 不 动 点 分 岔 去 研究 . 

3、 向 宿 或 异 宿 分 盆 

HY u~ wo 时 系统 (2.1) 的 平衡 点 或 闭 轨 的 稳定 和 不 稳定 M 
FARR RH, KR EA Te RR E) RA 
ESRR Be, 则 向 量 场 f(a, we) 是 结构 不 稳定 的 , 适当 的 小 
挑动 可 以 使 向 量 场 的 拓扑 结构 发 生变 化 , 例如 闭 轨 的 产生 或 消失 、 
不 变 环 面 的 产生 或 消失 、 以 至 混沌 运动 出 现 等 ， 这 种 分 岔 称 为 同 
ERREI, 它 属于 全 局 分 贫 的 范畴 . 

[ 例 6] 考虑 平面 系统 

f=Y, 
y= aa — wy +, 

KHRAABT EBA, BA OO, 0) 和 焦点 (或 结 点 ) ACL, 0). 
随 着 参数 户 增 加 , 并 经 过 == 一 时, AA 由 稳定 焦点 变 为 不 稳定 
焦点 ， 且 有 超 临 界 堆 普 夫 分 岔 出 现 ， 由 平衡 点 4“ 冒 出 ”的 稳定 极 
限 环 Ta 随 着 背 揭 增加 不 断 扩 大、 当 只 一 Am 二 一 0.85 时 , Ta tE 
HORS, 并 成 为 鞍点 分 界线 ( 即 同 宿 轨 线 )， 对 w> wo, 同 宿 轨 线 
不 再 存在 ; 另 一 方面 , 当 几 由 jio 减少 时 , 同 宿 轨 线 也 突然 消失 ， 变 
成 一 个 稳定 极限 环 ， 因 此 在 we 处 出 现 园 宿 分 贫 ， 图 2-13 和 3-14 
分 别 给 出 相 图 随 下 变化 的 情况 和 分 岔 图 《图 中 p ARR BAA 
的 最 大 距离 ). 


en u< Ho u= po 

图 2-13 Mm 2-14 

[A7] 考虑 平面 系统 
r=g—y? ~- 1, 

y= uty ey, 


(ww YER’, HER (2.8) 


-i 


(2, YER, WER (2.9) 
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此 系统 在 中 =0 时 有 连接 鞍点 ACL, OMBO I, 0) eT R 
而 当 140 时 不 存在 异 宿 轨 线 ,因此 , Eo OM eC 


te +R 


p= #>0 
图 2-15 


MoH, iE RRR eS SARE HERR 
FAA, BATE CORE RRR AUER CS. Smale) BRR, Mit BE 
斯 梅 尔 意 义 下 的 混沌 运动 。 

t. HERE 

BAA RE A Be MME RA. 例如 “ 环 面 
分 岔 ” 会 导致 不 变 环 面 的 产生 或 消失 ， 以 至 出 现 混沌 运动 ， 又 如 
“奇怪 吸引 子 分 盆 ” 会 导致 奇怪 吸引 子 的 数量 或 对 称 性 的 突然 变 
d. 对 于 受到 周期 性 的 外 界 扰动 (如 强迫 激励 或 参数 激励 ) 的 系 
统 , 可 能 出 现 “ 次 谐 分 岔 ”“ 超 谐 分 岔 " 和 ”“ 准 周期 分 希 ” 等 ， 对 于 受 
到 随机 性 的 外 界 扰 动 的 系统 , 可 能 出 现 不 同形 式 的 “ 跑 机 分 岔 ”. 对 
于 无 限 维 动力 系统 (如 由 时 间 演 化 竟 仿 微分 方程 .积分 -微分 方程 
和 时 沾 微 分 方程 等 摘 述 前 系统 )， 其 轨 线 在 无 限 维 的 思 拿 幸 
(8. Banach) 空 间或 巴 拿 赫 流 形 上 ， 动 方 学 特性 和 分 侈 的 研究 要 
比 有 限 维 动力 系统 复杂 得 多 . 

在 研究 向 量 场 分 岔 时 ， 还 可 把 它们 分 为 静态 分 贫 和 动态 分 岔 
两 大 类 .静态 分 岔 是 指 只 有 平衡 点 的 数目 和 奖 定 性 发 生变 化 的 分 
岔 问题 , 即 研 究 静 态 方 程 

f(a, p)=0 (2.10) 

的 解 的 数目 和 稳定 性 中 参数 & EL iT A SE RE, 前 面谈 及 

的 平衡 点 的 鞍 结 分 贫 BARNE LEHE S, MAL HRB. 

动态 分 贫 是 指 荐 态 分 岔 以 外 的 其 他 分 岔 问题 . 短 普 夫 分 岔 、 闭 轨 分 
10 


当 . 环 面 分 盘 、 邮 宿 或 异 宿 分 盆 等 , 都 属于 动态 分 岔 , 本 书 第 3 章 和 
第 生 章 将 分 别 对 向 量 筋 的 静态 分 盆 和 动态 分 盆 作 较 详 细 的 讨论 ， 


§2.2 RH Zs 


映射 的 分 岔 与 向 量 场 的 分 盆 有 许多 相似 之 处 , 也 有 许多 差异 。 
我 们 尤 移 注意 它们 之 间 的 差异 .下面 以 映射 的 不 动 点 分 岔 为 例 
作 一 些 说 明 ， l 

设 当 内 = Po ERA (2.2) APSE RR BAR A Eo, BY (Bo, po) = 
Eo, BS æ 的 导 算 子 Dag (Xo Mo) 有 模 等 于 工 的 特征 值 , 则 该 离散 
动力 系统 在 w= po 时 是 结构 不 稳定 的 ， 从 而 会 出 现 不 动 点 分 倪 ， 
最 简单 的 不 动 点 分 分 有 以 下 类 型， 

1. Dig (Mo, wo) A AIEA ET 1, HHRMA RE 
REF 1. 

[ 例 8] 考虑 映射 

8， 多 > at pte, SER, wER (2.11) 
ENSA RATE gle, wo 给 出 , 即 满足 
gl%, p) — w+ =0. 

由 此 可 见 , 对 <0, BRAG ERAR =EN Tn. 

根据 3 一 1 二 2z， 可 知 (m 名 ) 一 (0，0) 是 9 的 一 个 非 双 则 不 
动 点 , 因为 g(0, 0)=0, 290. 4) u< Rab Ren 
AVTE 都 是 双 曲 的 , 它们 是 否 稳定 可 根据 在 该 处 | SE | 小 于 或 大 
于 工 来 判定 (参见 本 书 附 杀 第 156 页 ). 易 知 z=~ Tu 是 不 稳定 
B, s= 一 V 二 凡是 渐 近 稳定 的 ， 图 216 给 出 了 不 动 点 及 其 稳 
定性 随 参数 上 变化 的 情况 。 在 (0) 处 出 现 “ 鞍 结 分 分 *( 亦 称 “ 极 
RA”), 

[19] 考 虐 映射 

g: & > stuet, sER, pER (2.12) 


该 系统 在 (zx， w) — (0, 0) 处 出 现 “ 跨 临界 分 兮 站 见 图 2 17), 
[R 10] 考虑 映射 
g: ote at+pata®, ER, LER (2,13) 
该 系统 在 (x， p)=0, ORR ALERE CRE 2-18), 


m 218 图 2-17 图 218 


2. Dig (Xo mA — A Ee i, HRT RK 
AF T 1, 

[11] 考 虚 映射 

g. z > —a-pate, “ER, pER (2.14) 

FORT a 9 的 不 动 点 的 情况 .由 方程 
g(s, p) s=r(g—2— u) =0 
得 到 9 的 不 动 点 : =O ERR =A u O Ia A 
2-19 画 出 了 这 两 组 不 动 点 的 曲线 . 可 
CALS, Æe, w)=(O, 一 2) 处 出 现 
9 的 不 动 点 的 叉 形 分 贫 . 

注意 到 (z” u)= (0, 9) 是 一 个 
jE RR HEAR an, FR gO, 0) =90, 


图 2-19 AOD a, 然而 , 在 该 点 附近 ， 
g RAE ARR oO, 因此 , 在 (0, 9) 处 , 9 的 不 动 点 数 
目 没有 变化 , 只 是 稳定 性 发 生变 化 ， 


我 们 进一步 考虑 二 次 挝 代 上 映射 
g xb gigle, w), WEtH2+ peA +O(). 
(2.15) 
XS FA) 10, RAIA, AEG, mw) o (O, OSE BRT 9° TEA 
12 


MIG. PRT 2-0 外 ,在 (0, 0) 处 还 有 9 的 另 ~- 条 不 动 点 
H 4% 
at HPT) LOC) 


433 (0A 2-19). BA g? Mae ARERR g A A 2. 内 
以 在 (0, 0) 处 出 现 g 的 “ 倍 周 期 分 岔 ” 
应 当 指出 , 与 一 维 上 映射 不 同 , 一 维 向 量 场 不 可 能 出 现 售 周 期 分 
&. 
3. Dag ao, jo) 有 一 对 复 共 轿 特征 值 Ao、Xo, 它 们 满足 | 和 | = 
[dot 二 1, 而 其 余 特 征 值 的 模 蕴 不 等 于 1, 
[012] 考虑 二 维 映射 
g: (æ, y) b> ((r+pr—1*)cos(8+9o+ a), 
(r+ por —s*)sin(0+0o+am))s 
(æ, YER? pER (2.16) 
Hr raV t+y , OHM, Oo ERMA. Ba, y=, 
0) 始 终 是 一 个 不 动 点 ， 特 别 地 , 当 一 0 时 , 它 是 一 个 非 双 曲 不 动 
A, 因为 在 该 处 的 导 算 子 
cosĝe — sin eo 
Dy(0, 0, )=( ro aet) 
有 特征 值 和 ~ cosgo 士 fsin Oo, 其 机 等 于 1, 
为 了 研究 在 (x, y, p)=0, 0, OMAHA RAR, RB 
《2.16) 写 成 极 学 标 形式 
(7, 0) b> (rt urr, O4+6o+ap), (2.17) 
映射 (2.17) 有 两 个 不 变 集 : r 一 0 ay 
Al r= (et p> 0), E 2-20 a 


t 
表示 这 些 不 变 集 及 其 附近 的 轨 线 o= 
随 参数 变化 的 情况 ， 当 上 增 加 pi 
并 经 过 已 一 0 时 ， 从 原点 突然 “ 冒 kD 


出 ”一 个 不 变 集 一 一 贺 周 i.， 这 图 2-20 


种 不 变 集 的 变化 称 为 “内 依 马 克 - 沙 克 (10. H. Hettmapz-R. J. 
Saelker) E, ARES BON NTE BR RAR”. Cah kr 0 对 AS<0 
FEMI SRE, 而 对 上 >0 是 不 稳定 的 .不 变 圆周 了 对 wo 0 是 
渐 近 稳定 的 . 

WH, AREAL, 中 包含 系统 (2,17) 的 无 穷 多 条 不 
同 的 轨 线 , 它们 由 风 周 映射 

Ob ++er (2.18) 
AAAS RE. 如果 Bo 十 ap RAH, WEL 上 的 所 有 
HARE ARMM; MR tan BRR, WT, LOB APA 
是 准 周 期 的 , AMET, LR Mee ba, 在 不 变 贺 局 
T, 上 的 轨 线 结构 在 同期 情形 与 准 周 期 情形 之 闻 反 复 变化 .与 此 
对 照 的 是 ， 虽 然 二 维 向 量 场 的 办 普 夫 分 岔 所 产生 的 不 变 集 也 是 一 
条 闭 曲线 ( 见 便 4), 但 它 仅 含 一 条 轨 线 , 

与 向 量 场 一 样 ， 了 映射 还 存在 除 不 动 点 分 岔 以 外 的 其 他 形式 的 
分 盆 ， 在 此 不 再 详 述 ， 沿 量 场 的 分 倪 和 映射 的 分 岔 有 不 少 相似 之 
处 , 特别 是 对 连续 流 进行 离散 化 处 理 ( 例 如 庞 卡 芋 映 射 ) 后 , 可 以 将 
向 量 场 的 分 倪 转 化 为 映射 的 分 倪 去 研究 ， 可 见 向 量 场 的 分 盆 和 映 
射 的 分 岔 有 着 密切 关系 ， 

附注 1 前 面 的 讨论 只 涉及 单 参 数 动力 系统 的 分 岔 . 实际 应 
用 中 , 经 常会 遇 到 含 多 个 参数 的 动力 系统 , 多 参数 动力 系统 可 以 看 
成 对 单 参数 系统 的 扰动 。 四 此 , 一 般 地 , 我 们 需要 考虑 含 参数 动力 
系统 的 分 从 性 态 在 小 扰动 下 能 否 保持 芍 问 题 、 先 看 下 面 的 例子 . 

考虑 一 维 单 参数 系统 

a= f(x, p)=po— a, a, KER (2.19) 
由 $ 工 药 例 工 知道 , CAPER EG, w= (0, 0) 处 出 现 叉 形 分 贫 
.《 见 图 4-1)， 取 扰动 系统 
t=, p, 二 Pr 一 如 一 ai， aER (2.20) 
4otOh, RIDA K, RRB AA. Waal Aik 
o>O 时 的 分 倪 图 再 取 男 一 个 扰动 系统 


i4 


Gm goa, p, 8) = ie —a*— Ba, BER (2.41) 
“ACOM, RBOP WHR MAM ADS ARM RS 
E 2-22 给 出 A>O BRIA, Haha, 单 参数 系统 (2.19) 的 
分 倪 性 态 会 随 扰 动 而 改变 , 从 而 没有 保持 性 1. 


图 2-21 图 2-22 fi 2-23 


WOR BAH ROWE EAA AE TBE, BREE 
通 有 ( 非 退 化 ) 的 ; 反之 , 则 称 它 是 退化 的 . 对 于 单 参 数 向 量 场 族 的 平 
SE, KARADA OBR ANE) EBLE EKA E 
有 的 (参看 $14), 对 干 一 维 单 参数 映射 的 不 动 点 分 盆 , WARD 
贫 和 倍 周期 分 岔 是 通 有 的 。 小 扰动 不 会 影响 通 有 分 岔 的 性 态 ， 而 
退化 分 倪 则 不 然 ， 因 此 ， 可 以 认为 通 有 分 倪 是 “稳定 * 的 ， 而 退化 
分 分 是 “不 稳定 ”的 。 RIVE, 通过 适当 引进 附加 参数 的 方 
法 ( 即 “ 开 折 ” 的 方法 ), 可 以 把 退化 分 贫 扩 展 成 通 有 分 岔 。 

HE2 在 前 而 的 分 贫 研 究 中 ， 我 们 只 关心 当 参 数 在 分 盆 值 
附近 时 动力 系统 的 定性 性 态 的 变化 . 然而 ， 在 分 岔 参数 的 整个 变 
化 范围 内 , 系统 可 能 相继 地 在 不 同 的 分 岔 值 处 出 现 分 岔 、 例 如 , 图 
2-23 所 示 前 平衡 点 分 贫 ， 当 oe 和 时 从 基本 解 z=0 分 出 “初级 
HRR, REN u= m 时 又 从 初级 分 岔 解 分 出 "二 级 分 盆 解 ”这 
种 级 联 分 岔 密切 联 系 着 分 贫 的 模 态 相互 作用 ， 它 对 于 研究 动力 系 
统 随 参数 演变 的 全 局 过 程 有 重要 作用 . 

附注 3 前 面 的 讨论 主要 针对 有 限 维 动力 系统 的 时 间 演 变 行 
为 的 分 贫 现 象 ， 对 于 无 限 维 动力 系统 (例如 连续 介质 系统 )， 其 状 


了 这 里 未 考虑 对 苑 性 。 BRM, THB $i, 


态 通常 用 与 时 间 和 空间 有 关 的 应 数 描述 ， 它 的 按 一 定 规律 分 布 的 
时 空 有 序 结构 称 为 斑 图 (pattern)1。 不 同 的 次 图 在 一 定 前 条 件 
下 可 以 相互 转化 ， 有 时 还 会 出 现在 一 个 系统 中 多 个 王 图 并 存 的 
现象 ， 斑 图 动力 学 ( 即 竹 图 的 形成 和 演变 ) 与 无 限 维 动力 系统 的 分 
盆 和 时 空 混 汇 等 问题 密切 相关 ， 近 年 来 发 现在 一 些 无 限 维 耗 散 系 
统 中 存在 有 限 维 的 惯性 流 形 和 全 局 吸引 子 "e， 这 表明 我 们 可 能 利 
用 对 有 限 维 动力 系统 前 研究 去 了 解 无 限 维 耗 散 系统 的 长 时 间 渐 近 
行为 , 从 而 对 斑 图 动力 学 研究 提供 有 力 的 工具 . 

Mts 动力 系统 可 分 为 两 大 类 ， 确 定 的 和 随机 的 . 确定 的 
动力 系统 可 以 用 确定 性 函数 描述 其 状态 ， 随 机 的 动力 系统 包含 大 
BPA, 从 单个 样本 来 看 , 其 变化 是 无 规则 药 ; 但 是 从 总 体 来 看 , A 
有 一定 的 统计 规律 性 . 因此 , 需要 在 建立 数学 模型 时 将 各 种 不 确 
定 因素 化 为 随机 变量 或 随机 过 程 , 并 用 概率 密度 函数 或 期 望 .高 阶 
和 矩 等 统计 特征 量 去 描述 随机 系统 的 特性 , 于 是 , 在 随机 动力 系统 的 
定性 研究 中 ， 通 常用 于 确定 性 系统 动力 学 的 拓扑 性 质 的 提 法 已 经 
失去 意义 , 代 之 的 是 不 变 测 度 ( 即 系统 响应 的 稳 态 联合 概率 密度 函 
数 )、 李 雅 营 诺 夫 (A.M.Taryaon) 指 数 、 有 效 势 等 概念 ， 因此 , RN 
不 能 用 传统 的 方法 去 定义 和 研究 随机 分 岔 现 象 ， 随 机 分 岔 通常 是 
指 由 参数 的 随机 抗 动 引起 动力 系统 定性 行为 的 变化 ， 非 线性 随机 
系统 的 稳定 性 由 其 线性 化 系统 的 最 大 李 雅 普 诺 兴 指 数 确定 ， 一 般 
认为 当 最 大 李 雅 普 诺 夫 指 数 为 0 时 就 发 生 随 机 分 贫 。 Ht WR. 
研究 随机 分 岔 的 一 个 关键 问题 ， 是 计算 非 线 性 随机 动力 系统 的 李 
MERI. A, NRL MTNA, WAM 
念 和 方法 ， 尚 需 深 入 探讨 . 本 书 中 仅 讨论 确定 性 系统 的 分 岔 问 
题 . 

总 的 来 说 , 产生 分 从 的 字源 在 于 非 线 性 系统 的 奇异 住 ， 在 这 
E, 奇异 性 有 着 广泛 的 含义 , 它 可 以 反映 为 动力 系统 的 结构 不 稳 写 
性 .映射 的 退化 性 和 几何 图 形 的 奇 点 性 质 等 

1 亦 称 为 图 样 .图 象 或 派 腾 等 。 

lá 


8 3 分 贫 的 一 些 应 用 


本 节 介 绍 分 倪 的 一 些 著 名 的 这 用 ， 这 有 助 于 读者 加 深 对 分 盆 
本 质 及 其 实际 应 用 的 认识 .这 里 只 介绍 这 些 重 要 范例 的 数学 模型 
和 分 岔 现象 , 以 后 再 对 其 中 的 一 些 问题 作 深 入 分 析 . 

1. 弹性 结构 的 屈曲 

PATE Ey ih EE A RMR. FE RL 薄板 、 
Bese EHR She, 从 数学 上 说 ， 弹 性 结构 在 
静 载 荷 下 出 现 必 上 曲 可 以 归 钙 为 弹性 力学 平衡 方程 解 的 多 值 性 问 
题 , ALR BSA a. AA Be, 不 但 能 得 到 局 曲 刚 出 现 
时 的 临界 载荷 ( 即 分 岔 值 )， 而 且 能 对 屈曲 状态 进行 定性 或 定量 分 
ppa un, ; 

这 里 讨论 压 杆 的 屈曲 问题 . 考虑 一 根 等 截面 的 弹性 细 直 杆 ， 
它 的 端 部 受到 压力 P. 当 P 较 小 时 ， 杆 件 处 于 单纯 压缩 状态 , 无 
横向 变形 . 但 当 卫 大 于 某 个 临界 值 时 ， 村 件 发 生 弯 曲 ， 存 在 横向 
变形 , 这 种 现象 称 为 届 曲 , 或 称 失 稳 . 

设 杆 的 长 度 为 f， 届 曲 在 (%，9%) 平面 上 进行 ， 且 屎 曲 不 改变 
杆 长 ， 用 s 表示 从 原点 0 起 沿 杆 的 弧 长 ，0<s< 有 wls) 表 示 变 形 
杆 的 切线 与 x 轴 之 同 的 夹 角 ( 见 图 1), op) RAR AR 
iB. FSP RATA 

Blu = — Py, (3.1) 


其 中 如 为 杨 氏 弹性 模 量 , 工 为 截面 惯性 矩 ，w 表示 % s 的 导数 ， 
考 虚 到 gy 一 Sin u, 并 记 w= P/B, 可 得 方程 


—u"— wsin w=0, O<s<} (3.2) 
BAT PR, 于 是 有 边界 条 件 
#7 (0) =u’ (4b) = 0, (3.8) 


沁 0?[0, ARAL, 天 寺 连续 的 实 函 数 全 体 ， 并 引 入 范 数 
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[flo= maxi f(s)! 记 OTO, DRL, LAN k BERS 


BADRA UEI, 并 引入 范 数 || fl; —mart{| flo, Iio + 
[PP lod RAE LEAS 
££ ={uEO7[0, t]!u’'(0)=u'() =0}, Y=O°[0, 了 
和 映射 
F: xR>Z, Flu p)=—u—psinu, 

则 直 杆 的 平衡 问题 (3.2)、(3.3) 就 是 解 非 线 性 方程 

F(u, u)=0 (u, DEZ XR (8.4) 
HHE PAJE OYEN LERR 痢 有 平 几 钥 一 0, 它 对 应 
村 的 无 屈曲 和 状态， 我 们 称 &=0 为 基本 解 . 村 的 碳 曲 状态 对 应 方 
程 (3.4) 的 非 平 凡 解 去 90、 因此 ,村 的 届 则 问 题 就 是 研究 从 方程 
(3.4) 的 基本 人 解 分 出 非 乎 几 解 的 静态 分 分 问题 . 


3-1 
记 wo=w(0), 图 3-3 给 出 了 方程 (3.4) 的 精确 解 的 分 倪 图 . 在 
分 岔 值 


Lon = mn m=1, 23, + 

= 处 , 都 有 局 曲解 从 基本 解 分 出 去 ， 于 是 , 对 
SOIT FE (jm Han) HAGAR EEN 
He, HRA me 个 屈曲 解 a(S, 16)， n Uls, 
<-- 二 -~ 中， 它们 对 应 的 杆 的 屈曲 变形 曲线 见 图 
"a 3a-8， 根 据 最 小 势能 原理 ， 可 知 当 0<p< 
一 RScxc BY, 基本 解 是 稳定 的 ; 而 当 凡 > 时 , 基 
gl 3-3 本 解 是 不 稳定 的 ， 于 是 ， 当 岂 超 过 on (BD 


Ki P AFHR edat, FARE, FR, ERD 
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能 原理 还 知道 , TEE eo, 在 各 个 屈曲 解 中 , 以 由 eS 
去 的 解 的 势能 最 小 ,因此 , 它 便 是 在 实际 中 观察 到 的 稳定 的 央 曲 状 

28， 非 线性 振动 的 分 盆 

振动 是 自然 界 利 工程 技术 中 的 重要 现象 有 限 个 自由 度 的 振 
动 系统 是 用 常 微分 方程 组 描述 的 ， 由 于 几何 、 物 再 .结构 和 运动 等 
方面 的 非 线 性 因素 的 影响 ， 使 非 线 性 振动 系统 出 现 许 多 线性 振动 
所 没有 的 现象 ， 特 别 是 分 贫 和 混沌 现象 、 这 里 以 几 个 单 自由 度 振 
动 系统 的 分 从 问题 说 明之 . 

振动 系统 出 现 自 激 振 动 ， 对 应 着 在 相 空 间 中 产生 稳定 极限 环 
的 分 盆 现 象 ， 例 如 单 自 由 度 振动 系统 


S—pao+e+2=0, zER, wER (3.5) 
它 可 以 写成 平面 系统 
T= ~Y 
j YER? (3.6 
ee ee oe es 


当 参 数 点 变动 时 ， 系统 (3.6) 的 相 图 的 变化 如 图 2-7 所 示 . 因此 ， 
E p=0 HOE MR BBR COLE 2-80)). 此 系统 在 多 > 
0 时 存在 自 激 振动 ， 又 如 , 由 著名 的 范 德 波 (B. Van der Pol) 方 程 


2+ p(a?-1)¢+e¢=0 sER, wER (8.7) 
迁 述 的 振动 系统 ， 可 以 写成 平面 系统 

w= Y 

: a (3.8 

| Se Ae 


原点 是 系统 (38.8) 的 平衡 点 . CE u<O HERE OR, 在 =0 
时 是 中 心 ， Æ u> 时 是 不 稳定 焦点 ， 此 外 ， 在 wo Om RARE 
个 稳定 极限 环 ( 见 图 3-4)， 系 统 (3.8) 在 上 =0 处 出 现 的 分 贫 称 为 
“PERS D7”. URE o> 时 也 存在 自 激 振动 
BETEA RE aR IAAL SF (GA. Dufling) 振动 系统 

a+ pao +e+2°~f coswt, wei (3.9) 

Fp wo J2 5938 FS AAS, eiS EO. E5 h E 
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2<O R>0 


p, JEER ey BE RDA D RM 4 与 频率 之 间 的 
关系 ( 即 幅 频 响应 曲线 ) ， 显 见 , EER EA D 和 G 处 出 现 极 
BBR. 它们 对 应 着 系统 (3.9) 的 强迫 振动 周期 解 分 贫 . 事实 上 ， 
当 0<w<ws 和 >>w 时 ，(3.9) 只 有 一 个 稳定 的 周期 解 ; 当 一 
o, 和 wa 时 有 两 个 周期 解 ， I o<o<os 时 有 三 个 周期 解 ， 其 
中 两 个 是 稳定 的 ， 一 个 是 不 稳定 的 ， 令 强迫 力 的 频率 mw 从 0 开始 
缓慢 地 增 大 , 相应 的 强迫 振动 振幅 将 沿 曲线 跋 BOD 变化 ,并 在 点 
刀 处 突然 下 降 到 点 AE, 然后 沿 曲 线段 EF RY MII, Ho 从 
很 大 的 数值 缓慢 地 碱 少 , UTR CHI REL FEG 变化 , 并 在 点 如 
处 突然 上 升 到 点 QO， 再 沿 曲线 段 0B 变化 . 这 是 突 跃 现象 . 在 振幅 
发 生 突 夏 的 同时 ， 相 位 也 发 生 突 跃 ， 此 外 ， 当 频率 o 增 大 时 , 系 
统 状态 由 上 半 支 曲线 的 点 刀 FREES A YB, 但 是 当 闫 
Boom, RAE PREM EREEREER 到 点 各 
bh A SBR) ROM hE AR, ASR, LEW 
GMB, SAM SAL AUTRE ARR, AIHEEN 
相关 . 

在 各 种 共振 情况 下 , 有 强迫 激励 .参数 激励 或 自 激励 的 非 线性 
振动 系统 在 不 同 的 参数 范围 内 可 能 存在 不 同 的 振动 形态 ， 从 而 出 
现 复杂 的 分 贫 现 象 ( 如 闭 轨 分 岔 AR .次 谐 或 超 谐 分 盆 ) 以 至 
混沌 运动 因此 ， 分 盆 分 析 是 长 线性 振动 的 共振 问题 的 重要 研究 
内 容 289, 

3、 化 学 反应 器 中 的 分 舍 
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化 学 反应 器 是 集中 变量 条 统 ， 通 常用 常 微分 方程 组 描述 其 变 
AE. WARE ER RS OES A R 
BATA PAA REE ES, 这 些 现 象 都 是 由 化 学 反应 过 
程 的 复杂 机 制 所 决定 的 .利用 分 岔 理论 对 化 学 反 虚 器 作出 定性 或 
定量 的 描述 ， 就 可 以 使 设计 者 能 在 较 宽 的 参数 范 国 内 选择 化 学 反 
应 器 的 最 优 设 计 方 案 ， 并 在 运行 中 进 
行 有 效 的 控制 . 

ERRERA (OSTR) 是 
一 种 重要 的 基本 化 学 反应 器 ( 见 图 
3-6)、 初 始 浓度 和 温度 分 别 为 O; 和 
THRE A 以 一 定 的 流 率 输入 反 
Wek, FERRE +, Ri RE = 
拌 并 发 生化 学 反应 ， ÆRMER H, DP AEREA SA o 
和 外 .它们 是 空间 均匀 的 , 但 可 以 随时 间 变 化 。 -部 分 反应 物 ( 所 占 
比例 为 和) 会 随 荐 生成 物 B 离开 反应 器 . 在 化 学 反应 过 程 中 产 Æ 
的 热量 通过 冷却 器 带 走 , 冷却 剂 的 温度 为 Te. 

CSTR 的 一 级 放 热 不 可 逆反 应 过 程 A> BARE A BB F 
衡 关系 可 写成 无 量 纲 形式 的 方程 组 

i mAy +D- HO), 

Å= -10+ 8,D(1—y)H(@) —BD(O-4,), 
其 中 y= (0;-0)/0 是 无 量 岗 反应 物 浓度 ,8 一 y(T 了 一 了 了/)/Tj 是 无 
BAR WWE, yA: 和 6 分 别 为 无 量 纲 活化 能 . 反应 热 和 热 交 
RRM, bey PeT T 是 无 量 岗 冷却 剂 温度 ，D BIA EH. 
(Damkihler) žy, #(8@)=exp[@(1+0/7)7]. BRA, AB 
《3.10) 有 多 种 静态 和 动态 分 岔 模式 ; 且 当 DD 达到 某 个 临界 值 时 ， 
会 出 现 平 衡 态 或 周期 态 的 突 牙 ， 这 就 是 化 学 反应 中 的 “ 狂 发 "(或 
RR”) 过 程 . | 

复杂 的 化 学 反应 器 系统 包含 多 种 反应 物 、 多 个 反应 步骤 部 多 
ARGH, 随 着 状态 变量 数目 前 增加， 系统 将 呈现 更 丰富 的 分 


2) 


(3.10) 


BN. ; 
4， 执 对流 系统 和 洛 伦 兹 系统 的 分 从 
热 对 流 问 题 在 大 气 物理 学 .天 体 物理 学 、 溶 小 力学 和 工业 技术 
申 都 有 重要 应 用 ， 考 丰 底 部 受热 的 均匀 厚度 的 水 平流 体 层 ， 设 底 
部 温度 To 高 于 顶部 温度 To 且 流 体 受 到 重力 作用 ( 见 图 3-7), 4 
sala Ves 底部 流体 受热 脱 胀 时 ， 下 面 的 流体 密 
| 度 小 于 上 面 的 流体 密度 ， 于 是 ,在 重 
ala) rr) 力 场 中 , 上 面 的 流体 有 下 沉 的 趋势, 而 
下 面 的 流体 有 上 浮 的 趋势 然而， 在 
温度 梯度 很 小 时 ， 由 于 流体 粘性 的 阻 
m 3-7 碍 , 流体 处 于 稳定 的 静止 状态 , 在 流体 
内 部 只 有 热传导 ， 温 度 随 高 度 成 线性 变化 ， 只 有 在 温度 梯度 较 大 
时 ; 流体 的 静止 平衡 状态 失 稳 , 才 出 现 热 对 流 运动 , 通常 称 为 瑞 利 - 
贝 纳 特 (Lord Rayleigh-H.Bénard) Rt Hi. KART, 当 温 度 梯 度 
超过 某 个 临界 值 之 后 就 出 现 热 对 流 . RTE MD, 其 内 部 自 
发 地 形成 规划 的 对 流 胸腔 , 这 些 胞 腔 通 常 是 水 平 的 长 柱 形 , 其 截面 
是 矩形 。 但 有 时 也 可 以 出 现 裁 面 为 正三 角形 、 和 矩形 或 正六 角形 的 
EW NORE. 我 们 可 以 把 流体 的 静 平衡 状态 作为 基本 状态 ， 从 而 上 
述 定常 热 对 流 状态 就 是 初级 分 贫 状 态 ， 随 车 温度 梯度 进一步 增 
大 , 还 会 出 现 其 他 的 分 岔 , PERAE, 
假设 在 流体 动力 学 方程 组 中 , 除 重力 项 外 , 在 其 他 各 项 中 都 到 
密度 为 常数 ; 在 重力 项 中 , 密度 是 温度 的 线性 函数 , 而 与 压强 无 关 . 
于 是 得 到 无 量 纲 形式 的 基本 方程 组 ; 


v+ (0 VWw= -Vp POkK+P,V*v, 
V-v=0, (8.11) 
Oy fF (VT) = V0+ Rat, 


awe ToT, 


Herp v= lu, v, w) pO 分 别 为 无 量 纲 的 速度 向 量 、 压强 和 温度 , £ 
WEE HL, k 是 沿 z 轴 正 向 的 单位 向 量 ,， Ps 和 Bs 分 别 为 普遍 特 、 
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(L. Prandi) g mne, 其 定义 如 下 : 
BE (3.19) 
r x, a 是 流体 的 运动 粘性 系数 .热传导 系数 和 热膨胀 系数 ,9g 是 重 
为 加 速度 ，47 =To-T, 下 为 流体 层 的 厚度 方程 组 (38.I1t) 通 常 
称 为 寓 勃 贝克 - 波 辛 尼斯 克 (Oberpeck-J.Boussinesq) 方 程 组 . € 
可 以 用 来 对 瑞 利 - 贝 锁 特 热 对 流 的 分 岔 问题 进行 理论 分 析 . 
图 3-8 给 各 了 不 同 的 热 对 流 状态 
之 癌 的 转变 关系 .曲线 工 对 应 由 静止 
状态 钢 定 常 二 维 热 对 流 (柱状 对 流 ) 的 
E. WAR 开 对 应 向 定常 宇 维 热 对 
流 的 过 滤 . 曲线 TIT 对 应 向 非 定 常 
三 维 热 对 流 的 过 滤 (其 中 曲线 ITI, 和 
ILL, 之 间 是 尚未 清楚 的 区 域 ;， 在 曲 m 3-8 
RIV Bs Ee Hy BE AE CD BEE PT 最 
后 , 在 曲线 Y 上 方 对 应 的 流动 已 完全 变 为 济 演 了 . 
除了 重力 之 外 ， 表 面 张力 也 是 在 局 部 受热 的 流体 中 出 现 热 对 
流 的 一 个 重要 原因 . 当 流 体 者 面 局 部 地 受热 时 , 表面 张力 变 小 , 该 
处 的 流体 被 邻近 表面 拉 开 ， 从 而 引起 局 部 压强 下 降 利 流 钵 从 下 往 
上 流 ， 这 种 由 表面 张力 引起 的 热 对 流 现 象 称 为 热 毛 细 管 对 流 或 马 
兰 哥 尼 (Marangoni) 效 应 , 它 也 存在 丰富 的 分 侈 现象 ， 通 常 的 
涩 对 流 是 重力 与 表面 张力 共同 作用 的 结果 
HERE. N. Lorenz) 讨 论 了 福 状 胞 腔 情 形 ， 这 是 在 矩形 区 
域 中 的 二 维 热 对 流 问 题 , 考虑 到 流体 的 不 可 压缩 性 条 件 了 Y:V=0， 


HE OAT Me RE emo (一 下， SP), BRNE 


数 业 和 温度 8 在 矩形 区 域内 可 对 空间 变量 展 成 做 里 叶 级 数 , 其 系 

数 与 时 间 # 有 关 ， 将 情 里 叶 展 开 式 代入 方程 组 (3.11)， 并 只 到头 

三 个 模 态 进行 截断 , 便 得 到 由 三 个 一 阶 常 微 分 方程 构成 的 方程 组 : 
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X¥--o(X-Y), 
YarX -Y—-XZ, (3.18) 
Ż=XY-—bZ, | 
其 中 这 (8) 和 了 ( 引 分 别 是 流 函 数 和 温度 的 情 里 叶 展 开 式 的 第 一 项 
的 系数 ，G( 芭 反映 沿 垂 线 的 温度 型 。 在 方程 组 (3.18) 中 的 常数 
有 : o= P, RRO, r= RGM, b—4/(1 +"), a 是 矩形 
的 长 宽 出 方程 组 (3.13) 称 为 洛 伦 兹 系统 ， 详 细 的 理论 和 计算 分 
析 表 明 "， 洛 伦 兹 系统 存在 复杂 的 动力 学 行为 ， 包 括 平 衡 点 的 叉 
形 分 贫 和 惟 普 夫 分 盆 , AMORA MADARA BAZ, 
同 宿 轨 线 分 分 等 和 混沌 运动 . 
与 党 伦 兹 系统 类 似 的 还 有 洛斯 勒 (O. E. Rösler) Zi: 
l == -Z, 
foxa, n (3.14) 
Z=b+Z(X—e), l 
其 中 上 6.c 是 常数 。 与 洛 伦 兹 系统 不 司 ， 洛 斯 勤 系 统 不 具有 对 称 
t. Rit, 它 同 拌 具有 复杂 的 动力 学 行为 
5， 施 转 流体 系统 的 分 盆 
在 容器 内 部 (例如 圆 简 或 球面 之 间 ) 的 旋转 流体 在 不 同 的 条 性 
下 会 呈现 复杂 的 动力 学 行为 ， 这 里 考虑 在 两 个 同 轴 的 转动 圆 简 之 
疗 的 粘性 流体 的 流动 的 分 岔 问题 24, ca 内 、 外 圆 简 的 转动 角 速 
度 分 别 为 0 和 Qo, 先 讨 论 外 图 简 蔚 止 (23a=0) 
的 情形 . 当 Q 很 小 时 ， 流 体 绕 圆 简 的 轴线 作 
水 平 圆周 运动 , HR PEI (CM. Couette) 流 动 . 当 
2, 超过 某 个 临界 值 8。 时 ,均匀 图 周 流动 失 稳 并 
出 现 新 的 定常 流动 一 一 泰坦 涡流 ( 见 图 389). 
这 种 流动 是 轴 对 称 的 ， 沿 着 贺 简 轴线 方向 规则 
地 分 布 着 旋涡 ， 相 邻 的 旋涡 是 反 向 的 、 除 了 旋 
涡 运 动 之 外 流体 还 绕 着 加 简 轴线 运动 .如 果 继 续 增 大 Q, RZ 
达到 新 的 临 异 值 OO, 泰勒 涡流 就 变 得 不 稳定 , 并 出 现 波状 涡流 . 这 
24 
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种 流动 是 非 定常 的 , 旋涡 不 但 沿 着 得 线 方 向 规则 邮 分 布 . 而 日 以 波 
动 方式 绕 着 急 简 轴线 运动 .再 进一步 增 大 2, 还 会 过 到 调制 波状 
涡流 等 , 最 后 通过 济 流 状 的 泰勒 涡流 发 展 为 完全 的 潮流 . 
接着 讨论 其 他 情形。 对 于 内 陨 简 项 止 (@:= 0) 的 情形 , 流体 始 
MB AE AA. 至 于 两 个 圆 简 都 转动 的 情形 ， 流 动 
的 情况 更 为 复杂 . 例如， 在 不 同 条 件 下 会 出 现 螺旋 涡流 、 扭 状 涡 
流 . 交 叉 蜡 旋涡 流 、 亲 欢 涡 流 . 螺 旋 湛 流 等 .上 述 流 动 状 态 之 间 的 相 
互 转变 岩 明 , 在 同 轴 的 贺 简 之 间 的 流动 存在 十 分 丰富 的 分 岔 现象 。 
下 面 建立 在 内 、 外 贺 简 之 问 的 流动 的 基本 方程 组 和 边界 条 件 . 
RARER, p, 2), FRM o- (U,V, W) RBS 
P. RARER K, 且 略 去 外 力 场 , 则 无 量 纲 形式 的 流动 方程 组 可 
写成 
U,=V°U -3V ,/r?-U/r? —P,— R [UU, 
+VU,/r+Wu,-V*/r], 
Vi=vY 4.80 plr? V /r+ Po/r— RUV, 
Pe WF, +UF’r], 
W= VW — PP.— RUW, +V We/ r+ WW.» 
U, “Ur 4 et 0 


(3.15) 


其 中 | 
9 Ta t a 
“Ore r Bt e+e 
nf (-y)<r<1/(1—-n) (n BA, MAM EE), O<P<2x, 
—coo<g<oo, R, 是 内 圆 篇 的 雷诺 数 , 即 R= rav, 9 是 外 、 内 
圆 简 的 半径 之 差 ,> 是 运动 粘 竹 系数 .在 内 、 外 圆 简 表面 处 的 类 性 
RAM FH BMRA A 

(1) r= G-n), (U, V, W)= (0, 1, 9); 

Gi) #r=1/(1—n)&h, (U, V, W) = (0, win 9), 
其 中 避 是 龟 速 度 之 比 Qe/881。 利 用 上 述 方 程 组 种 边界 条 件 ， 林 以 
研究 各 种 分 倪 流 动 状态 及 它们 之 间 的 柑 互 关系 . 


y= -Z 
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6. 及 应- 扩散 系统 的 分 从 

许多 化 学 反应 中 罗 时 存在 反应 和 扩 肖 过 程 ， 考 虚 由 避 个 组 分 
组 设 的 反应 -扩散 系统 , ux EG PASE, oo, m), E 
们 通常 是 时 间 上 和 空间 变量 w= (en e, 2.) 的 函数 . 取 系 统 的 状 
APE U= (ty, +, Un) 和 控制 参数 只 = Ga p). 在 大 多 数 情 
GLE, De SE a (A. E. Pick) BER ON, At, 各 个 
AATE (BIE ET SS Ra Bl AP A a 

Fx = — Dy Vur, k=1, '*, m (3.16) 

其 中 Ds 是 扩散 和 矩阵 化 二 1，…，m)。 喇 ;是正 定 矩 阵 , 在 应 用 中 
往往 是 对 角 和 矩阵 ， 虽 可 以 基 与 密度 有 关 的 。 记 在 反应 中 各 个 组 分 
的 生成 率 分 别 为 fx( 其 中 上 =1,…, mm)， 它 们 也 可 以 是 与 密度 等 
有 关 的 。 根据 各 个 组 分 的 质量 平衡 关系 : 


a = —V -Jit filt, #), k=1, «+, m (3.17) 


和 {3.16), 便 得 到 下 面 的 反应 -扩散 方程 ， 


Zi =V- (D, Vur) +faltt, F), k=1, =, m (3.183 


特别 地 ， 当 D WEWMERE=L en mn)， 且 对 角 线 元 素 为 常 
数 品 时 ,方程 (3.18) 可 写成 


vt falt, BK), k=l, =, m (8.19) 


其 中 dy 称 为 扩散 系数 (Ek 一 1， =, m). 反应 -扩散 方程 (3.18) 和 
《3.19) 是 二 阶 抛物 型 偏 微分 方程 ， 通 常 还 要 给 出 适当 的 初始 条 件 
PARRE. 我们 也 可 以 把 它们 作为 在 巴 拿 赫 空间 上 的 半 动 力 系 
统 ( 见 附录 的 第 152 页 ) 去 处 理 . 

在 某 些 情况 下 ， 例 如 对 二 元 系 的 相 不 稳定 区 中 的 自发 相 分 离 
ARTANA, 非 克 扩 散 定律 不 再 定性 正确 了 . 这 时 ， 要 对 扩散 定律 
作 重 大 修正 ， 一 个 著名 的 修正 是 饥 M-F EEH. W. Oahn- 
J. E. Hilliard) 广 义 扩散 定律 

Fs= — DV ust pV (Vir), k=1, «+, m (3.20) 
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其 中 扩散 矩阵 D, ae 有 关 ，ps 可 以 近似 地 看 作 一 个 正常 数 ， 把 
(3.30) 找 入 (3.17), 便 得 到 四 阶 的 广义 反应 -扩散 方 稳 ， 


a Wx 
at 


= Ve (Diu) — pV un fl, M), 
k=1, =, m (8.21) 
与 方程 (3.18) 相 比 ， 在 方程 (3.31) p HA TB A 5 BEB 
导数 成 正比 的 项 , 它 反映 物质 的 空间 不 均匀 人 性 对 自由 能 , CS 
散 流 的 影响 在 燃烧 的 火焰 面 传播 问题 也 会 遇 到 类 似 的 方程 民 ”. 
反应 -扩散 系统 的 状态 一 般 与 时 间 和 空间 变量 都 有 关 , MER 
应 和 扩散 过 程 的 相互 耦合 因此， 在 反应 - 扩 区 系统 中 必然 存在 复 
杂 的 动力 学 现象 ， 研究 表明 ， 非 线性 的 反应 和 扩散 之 间 的 竞争 在 
一 定 条 件 下 会 导致 各 种 时 空 有 序 结构 (例如 空间 周期 定常 状态 (与 
四 无关) 、 时 间 周 期 状态 (与 we 无 关 ) TER TRS AN SRA 
构 ， 这 些 时 空 结构 的 形成 和 转化 , 都 是 反应 -扩散 系统 分 贫 癌 题 的 
研究 内 容 ， 这 里 介绍 两 个 在 反应 -扩散 系统 的 分 伟 研 究 中 起 重要 
TERE. 
布鲁塞尔 振子 (Bruagelator) 模 型 ( 亦 称 为 三 分 子 模 型 ) 是 普 
ERRU. Prigogine) 7E 1968 年 提出 的 一 种 化 学 动力 学 模 
型 0， 它 在 不 同 条 件 下 呈现 丰富 多 采 的 动力 学 行为 ， 因 此 是 一 个 
重要 的 理论 模型 ， 考虑 到 扩散 的 影响 ， 布鲁塞尔 振子 系统 由 下 两 
前 方程 组 描述 ， 
OX A- (B41) X+X°¥ +DV*X, 
a (3.28) 
OF - BX-X°Y + DV", 
其 中 XY 是 两 种 反应 物 的 浓度 , D1. Ds>0 是 扩散 系数 , 4.B>0 
是 参数 ， 如 果 系 统 定义 在 有 界 区 域内 ， 则 在 边界 上 还 要 附加 适 
当 的 边界 条 件 CK A BCP. G. Dirichlet) R FF RCO. 
G, Neumann) & fF), 


在 一 些 化 学 反应 过 程 中 , 即使 开始 时 反应 物 是 空间 均匀 的 , 但 
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是 在 一 定 的 条 件 下 可 以 观察 到 化 学 振荡 .空间 花样 .化 学 波 等 时 空 
有 序 结构 。 其 中 最 著名 的 是 贝 洛 索 夫 - 查 波 丁 斯 基 (B.B.Bexocos- 
有.M.3Ea6orKCEHH) 反 应 (简称 了 B-2 反 应 ), 这 是 一 类 在 以 金属 离子 作 
催化 剂 的 条 件 下 , 有 机 酸 (如 柠檬 酸 两 二 酸 等 ) 被 溴 酸 氧 化 的 化 学 
RO 为 了 在 理论 上 解释 B-2 反应 中 的 现象 , 诺 伊 斯 (R.M. 
Noyes) 等 提出 一 个 简化 模型 ,通常 称 为 俄 勒 交 振子 (Oregonator) 
模型 考虑 扩散 项 后 , 它 由 下 面 的 方程 组 描述 : 


| 2 =k, AY kXY + ksBX —2k,X?+D,V°X, 
| ShAP -hxXY+fhZ+DiViY, (3.28) 
25 = kg BX kZ + DVZ, 


其 中 于, 了 .多 是 三 种 反应 物 的 浓度 ，4.B 是 和 常数， 本 、…、ks ER 
应 速率 常数 , D1 Do 和 .Ds 是 扩散 系数 ,f 是 某 个 化 学 计量 系数 . 此 
外 ， 人 们 还 提出 了 其 他 的 模型 “1.., 这 些 模 型 的 研究 ， 不 仅 表明 了 
平面 波 . 螺 旋 波 、 靶 环 波 等 的 存在 性 , 并 显示 了 张弛 振动 的 特征 . 

最 后 指出 ， 如 果 反 应 -扩散 系统 是 空间 均匀 的 ， 即 =li), 
Rip k=l, e, 好 ， 则 不 存在 扩散 过 程 ， 反 冰 - 扩 散 方程 成 为 一 阶 
HARTE. 此 外 ， 如 果 反 应 -扩散 系统 是 与 时 间 无 关 的 ， 即 
u= (2), Hp k=l, o, m 则 反应 -扩散 方程 成 为 静态 方程 . 

7. 生物 系统 的 分 贫 

在 生物 系统 中 , 从 亚 细 胞 水 平 的 生物 化 学 反应 和 膜 结构 .细胞 
水 平 的 调节 、 超 细胞 水 平 的 形态 发 生 、 各 种 器 官 和 神经 的 活动 、 喜 
到 生物 群体 和 社会 的 进化 、 竞 争 、 苏 作 和 信息 传递 等 , 都 是 极 复杂 
的 非 线 性 问题 "”"， 我 们 要 深入 了 解 各 种 生物 现象 ， 就 必须 对 不 同 
层次 的 生物 系统 的 动力 学 行为 进行 详细 的 分 析 .， 由 于 在 分 子 的 范 
国内 ， 输 运 ( 如 扩散 、 对 流 、 离 子 迁 移 等 ) 和 反应 (特别 是 酶 反应 ) 是 
生化 振 落 与 有 序 结构 的 形成 积 演 亮 的 主要 机 理 , 因此 反应 -扩散 系 
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统 在 生物 非 线 手动 力学 研究 中 起 着 重 权 的 作用 ， 这 里 仅 对 新 陈 代 
谢 过 程 的 糖 醇 解 反应 和 神经 纤维 的 信号 发 生 与 传递 过 程 的 模型 作 
简单 的 介绍 

糖 醉 解 过 程 是 在 生物 体 的 新 陈 代谢 循环 中 由 葡萄 糖 转化 为 乳 
酸 的 过 程 . 它 是 为 生命 提供 能 基 的 过 程 ， 对 维持 生命 起 着 极为 重 
RAER. RER O BALETTER A 


GLU +2ADP+2Pi —> 2LA0+2ATP, (3.24) 


其 中 GLU KRAMER, ADP RE OARE E, Pi RRM, LAO 
RRARATPRKZARKRE. A pE RESNE D a AE R 
要 舍 ATP RE. 实际 的 糖 酵 解 反应 过 程 是 在 各 种 醇 的 作用 下 进行 
的 ， 中 间 过 程 至 少 涉及 十 多 种 中 间 化 合 物 和 各 种 生物 催化 剂 一 一 
酶 .主要 的 中 间 产 物 是 FOP RRM FDP (RRA) PEP 
RARER). PYRA M ATP. FEUL lem 
BE, PRE UED ET SA 


ta EEEN 

ERE = V2 — Vas 

ofa = Quy — Vas 2) 
Rh 

see oa — Va — V2 + Dwg + Va — Vs 


其 中 % 是 各 主要 中 间 反 应 步 又 的 反应 速率 (i 一 1,，…，, 6): 
Vi 二, 
v= b{ F6P1"(ke+ koR.[ATP]}*/(AMP]"-+ [F6P]*) >, 
vs— kz: [FDP ]*— ks [PEP], 
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ws— [PEP]? (ka +k R [ATP]"/[FDP]” + [PEP]*)~3, 
v= ks{PYRI, 
ve = keLATP]. 
AMP E- RMERE, a b0 ka e ke, Ro, Rim n a B.7 WE 
当 的 参数 , 它们 的 值 取决 于 实验 条 件 ， 此 外 , 还 有 关系 式 ; 
[ATP] [AMP] [ADP] -= K, (8.26) 
[ATP] + [ADP] + [AMP] = A, (3.27) 


其 中 K 是 平衡 常数 ，4 OREM Rene, 数值 计 算 和 
实验 都 观察 到 持续 的 振 划 行为 和 誉 普 夫 分 贫 ， 前 面 的 分 析 是 在 空 
间 均匀 的 情况 下 给 出 的 。 如 果 对 活体 或 没有 充分 挠 拌 的 实验 ， 反 
应 物 不 是 空间 均匀 的 , 我 们 不 能 忽略 扩散 过 程 及 系统 的 几何 形状 
边界 条 件 的 影响 。 这 时 要 在 方程 (3.25) 中 加 上 扩散 项 ,并 要 考虑 
边界 条 件 ， 研 究 表明 了 在 一 定 条 件 下 会 出 现 与 时 间 有 关 的 时 空 有 
序 结构 (如 驻 波 、 传 播 波 或 空间 均匀 的 振 落 等 ). 

神经 系统 (如 大 脑 皮层 ) 由 大 量 神经 元 构成 ， 神 经 元 通常 由 细 
跑 体 、 树 突 ( 即 输入 端 ) 和 轴 突 ( 即 输出 端 ) 组 成 ， 一 神经 元 的 轴 突 
与 另 一 神经 元 的 树 突 的 结合 部 称 为 突 触 。 每 个 神经 元 可 有 IO0t 
10 个 突 触 ， 它 们 决定 神经 元 之 间 的 相互 作用 强度 和 性 质 ， 神 经 
系统 是 一 个 广泛 连接 的 高 度 非 线性 的 动力 系统 ， 虽 然 每 个 神经 元 
的 结构 和 功能 十 分 简单 ， 但 是 由 大 量 神经 元 构成 的 神经 系统 的 动 
为 学 行为 是 十 分 复杂 的 ， 令 玉 表示 细胞 膜 电 势 , 它 通常 是 时 间 和 
空间 变量 的 函数 . 我 们 可 以 通过 VV 的 变化 去 了 解 在 神经 系统 中 信 
号 发 生 与 传递 的 过 程 ， 一 个 车 名 的 模型 是 堆 特 金 (A， 工 . 
Hodgkin) MAI ACA. F. Huxley) 在 1952 年 在 研究 柔 鱼 的 
大 轴 突 时 建立 的 sm、 记 Te 为 外 加 的 电流 ，m 为 销 离子 活化 率 , A 
为 销 离子 钝 化 率 ，m* 为 饰 离子 活化 率 ， 豆 了 H 模型 由 下 面 的 方程 组 
RM: 
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一 -万 号 enh (V —Y wa) — grn (V -V 2) 


~ di or: 
| -gaV -V 1) Talt), 
i 


dm Mial V -m 

dt tmi¥) ’ 
Bh _ hal V` ~h A 
di aV (3.28) 
dn _ Re(V)-nr 

dt aV ” 


JOH gua, ga ga V ra Ve Vi HR, Maho No NADEL Tm. 
Ta, T 为 特征 时 间 ，C、 也 是 常数 ， 大 量 
欧 数 值 计算 和 实验 结果 表明 ， 在 HH 模型 
中 , 选取 不 同形 式 的 To。， 可 以 激发 脉冲 A 
期 振荡 、 行 波 等 ， 并 观察 到 分 多 现象 ， 图 
3-10 对 不 同 湿度 给 出 在 空间 均 CV 
只 与 时 间 有 关 ) 情 况 下 方程 (3.28) 的 周期 
fF BT, 变化 的 结果 , 图 中 
Va=max V (¢) —min V(t) 图 3-10 

AAR MR. ABEL AU MAB SERA A Re A Re 
£. 

为 了 便于 理论 分 析 , EA- A(R, Fitz Hogh MMAR. 8. 
Nagumo) 等 独立 提出 简化 的 模型 (FHN AR aen, 


Do By 


Bt Bf) — wt tes 
i (3.29) 
GY _a(o—fw), : 


其 中 o 是 类 似 于 膜 电 势 的 变量 , w 是 起 着 在 HH HAt h Ain hy 
作用 的 变量 , x 和 有 是 正人 参数 , ro) 是 一 个 非 线 性 函数 , 通常 取 

F) =0(1-») (a—»), 0<g<1/2 (8.30) 

FAN 模型 和 瑟 HH 模型 一 样 ， 广 泛 地 用 于 神经 系统 的 动力 学 研 
3) 


帝 中 . 
8. RHR 
由 映射 定义 的 离散 动力 系统 的 动力 学 研究 , — Ae A E 
N, 并 且 与 连续 动力 系统 有 密切 的 联系 , 因此 受到 人 们 的 重视 .和 祥 
别 地 , 在 探讨 通 向 混沌 的 道路 时 , 喘 射 的 分 岔 研究 发 挥 了 巨大 的 作 
用 . 这 里 以 逻辑 映射 的 著名 例子 说 明之 ， 
FS BE $ pe gees, 1992 
tiui = G (z; p) =p e). (3.81) 
当 w€[0, 11,8% ve (0, 4m, G 是 [0, 可 上 的 一 个 自 映射 ， 当 
O<p<po- i ht, 映射 他 只 有 一 个 不 动 点 局 =0,， 它 是 稳定 的 ， 妆 
MoS <p, = 3 AY, BN GF 有 两 个 不 动 点 : 一 0 和 四 一 工 一 天 t 
是 不 稳定 的 , v2 是 稳定 的 ， 当 由 和 上 <pa=1 十 wV 6 HRSG 
不 动 点 4 和 ww 都 是 不 稳定 鲍 ， 但 对 二 次 送 代 映射 9 来 说 ， 有 四 
个 不 动 点 ta te w 和 zw, 其 中 
CA (3.82) 
= ERA SS 6 的 周期 2 点 ; a. 
Xo FEAR BEA, 23, za 是 稳定 的 。 
由 此 可 见 , 在 wi 处 出 现 翌 周期 分 
(SE SAM 11). 这 个 过 程 
可 以 一 直 延 续 下 去 , 一 般 地 说 , 当 
boa S i<j i, n KERRY 
m 3-1) GPa 2") Ba” 个 不 动 点 ， 它 
HERY G 的 周期 点 , 其 中 有 23” 个 是 稳定 的 ( 见 图 3-11), jem 
都 是 倍 周 期 分 岔 的 分 岔 点 ( 球 一 二 2, =). HAR {un} 有 一 个 
极限 值 &。 一 3.569945672.…。 当 e= pw. 时 ， 卫 系统 有 无 穷 多 个 局 
期 co 点 , 并 出 现在 总 体 上 是 稳定 的 奇怪 吸引 子 ， 从 而 进入 混沌 状 
态 . 
逻辑 映射 G 在 所 sd4 的 范围 内 存在 混沌 区 ， 并 有 复杂 的 
WR, “Me=4 时 ， 混 沌 区 是 连 成 :一片 的 ， 当 点 从 生起 逐渐 减 小 
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时 , 混沌 区 出 现 倒 分 岔 过 程 。 例 刘 , 在 io 一 3.678573511… 处 , W 
沌 区 由 一 片 变 成 两 片 , 在 ke 处 又 由 两 片 变 成 四 片 , 等 等 ， 无 穷 诬 
列 {jm 亦 以 pee 为 极限 值 ， 此 外 ,在 混沌 区 内 还 有 不 同 的 周期 
窗口 序列 ， 它 们 又 有 各 自 的 倍 周 期 分 贫 和 倒 分 岔 过 程 . 这 种 周期 
倍 化 和 倒 分 岔 现象 还 会 在 越 来 越 组 的 慨 次 上 重复 出 现 ， 成 为 一 种 
无 穷 的 自 相 似 结构 . l 

ERM BARKS, RT LRA RAS 
路 之 外 , PERE AE SOO a AR 
路 也 与 分 岔 密切 相关 。 阵 发 性 发 生 在 切 分 岔 ( 即 贰 结 分 岔 ) PI, 
准 周期 分 贫 就 是 环 面 分 盆 。 它们 都 可 以 通过 简单 的 映 射 ( 如 逻辑 
EST Al (GL JA Fa BRAS) DEFT BE BE AE. 


§4 ”突变 、 自 组 织 与 分 全 


突变 (catastrophe) 是 指 一 个 光滑 ( 即 足 够 高 次 连续 可 微 ) 系 
统 的 状态 在 外 界 条 件 连续 变化 时 产生 的 突然 变化 呈 '2.Mn， 简单 
地 说 ， 突 变 理 论 研究 光滑 系统 中 的 不 连续 现象 ， 它 紧密 联系 着 扶 
射 的 奇异 性 理论 和 动力 系统 的 分 岔 理论 . 
在 突变 理论 中 ， 最 基本 和 用 得 最 广泛 的 是 托 姆 ( 且 . Thom) 提 
出 的 “初等 突变 理论 ” . 考 咏 梯度 动力 学 系统 “ 
w2=—V,V (a, p), @ER", ER” (4.1) 
其 中 a 是 状态 变量 , p 是 控制 变量 ( 即 分 岔 参数 ), 六 RSM B 
然 , 梯度 系统 的 平衡 点 wo 满足 
VaV (wo, #)=0. (4.2) 
这 表明 wo 就 是 势 函 数 的 临界 点 ， 初 等 突变 的 类 型 是 梯度 系统 按 
拓扑 结构 划分 前 等 价 类 ， 托 姆 等 对 控制 变量 个 数 不 大 于 5 的 初等 
突变 的 临界 点 进行 了 分 类 ， 显然 ， 初 等 突变 理论 实质 上 是 含 参数 
的 梯度 系统 的 分 盆 理 论 ， 只 是 前 者 直接 涉及 的 是 势 函 数 Y, WE 
者 则 是 梯度 向 量 场 .这 里 只 对 初等 突变 中 最 重要 的 尖 点 (euap) 突 


好 


变 作 些 介 绍 . 
SRA BE AS At Bh oe Bye 


F -et+use + wa, SER, (a, DER? (4.33 
的 的 临界 《 即 梯 度 向 量 场 的 平衡 点 ) 满足 
VaV = 4a? + Buse + u2= 0, (4.4) 


Eh tke, sw) 空间 中 的 集合 称 为 平衡 曲面 (或 突变 流 
形 ) M ( 见 图 4-1)。 这 是 一 个 有 煞 折 的 曲面 ， 对 于 控制 变量 的 不 
周 数 值 , 可 以 有 一 个 .两 个 或 三 个 临界 点 . 在 平衡 曲面 上 有 垂直 切 
线 的 点 满足 

VelVeV ) = 129? + 4a, =0. (4.5) 


| 


图 4-1 R42 
这 些 点 称 为 奇异 点 5 或 退化 临界 点 )， 它们 的 全 体 组 成 奇异 点 集 
S. S 在 控制 变量 (ww, te) 平面 上 的 投影 吾 称 为 分 贫 集 。 从 方程 
(4.4) 和 (4.5) 中 消去 v, oe BRE: 
~ Bua=0. (4.6) 

RE RATT, eas sa wl 4-2), BER O Bb 

有 一 个 尖 点 . DER BB (sy, u) FHA Qs 和 4 两 个 区 域 . 
FRIA, FEO, BR Os 上 的 窒 制 变量 数值 分 别 对 应 一 个 、 两 个 
或 三 个 临界 点 ， 从 而 梯度 系统 (4.1) 在 集 BB 处 出 现 平衡 点 分 命 . 
ER B E, 除了 尖 点 对 应 于 余 维 数 为 2 的 分 伟 之 外 ， 其 他 地 方 
都 对 应 余 维 数 为 鞋 的 分 岔 (参看 附录 第 164 页 ). 

” 当 控 制 变量 沿 着 Qa, tw) 平面 上 的 由 线 变化 时 ， 由 (4.8) 可 
缩 出 单 参 数 的 梯度 系统 。 利用 曲线 o 在 平衡 曲面 M 上 对 应 的 曲 

Fa) 


人 (ii) Gii) 
图 +3 

线 , 就 可 得 到 关于 平衡 点 分 岔 的 分 贫 图 , 例如 , Cun a) y SSL 
# 01,02, Os 变动 时 ( 见 图 4-2), Bil ww 分别 到 负 常 数 . 零 和 正常 数 
BY, 梯度 系统 (4.3) 的 平衡 点 分 岔 图 分 别 见 图 4-3(i)、( 六 ) 和 (i). 
又 如 , 当 各 分 别 到 负 常 数 . 零 和 正常 数 时 , 平衡 点 分 盆 图 分 别 见 图 
44i) Gi) ANGI). FU AT IL, 对 于 初等 突变 , 因为 梯度 向 量 场 取 
决 于 势 函数 六， 所 以 我 们 能 够 根据 势 函数 本 身 去 研究 梯度 系统 的 
分 岔 问题 .对 于 一 般 动力 系统 的 平衡 点 分 岔 , 就 要 利用 映射 的 奇异 
性 理论 去 研究 (参看 第 8 章 ). 


a 
Qo 


>| 


{ii} 

图 

自 组 织 (Belf-organization) 是 非 线性 耗 散 系统 复杂 性 的 一 种 
重要 表现 、 普 里 高 津 的 耗 散 结构 理论 co AAH. Haken) 的 协 
同学 ”“"… 是 自 组 织 的 物理 原理 . 在 开放 和 远离 平衡 的 条 件 下 , 系 
统 在 与 外 界 交 换 能 量 和 物质 的 过 程 中 可 以 通过 能 量 耗 散 和 内 部 的 
非 线性 动力 学 机 制 , 形成 和 维持 宏观 时 空 有 序 结构 ,我 们 称 之 为 耗 
散 结构 .协同 学 讨论 由 许多 子 系统 组 成 的 系统 在 形成 育 序 结构 时 
的 协 间作 用 和 支配 原理 ， 这 种 不 是 依靠 外 界 安排 而 是 依靠 系统 内 
部 协作 自发 产生 有 序 结构 的 现象 称 为 自 组 织 ， 自 组 织 现 象 的 共 潮 
特征 是 非 线性 、 非 平 衡 性 和 不 可 道 性 ， 在 自 组 织 过 程 中 , BSE 
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(iii) 


昌 的 是 非 平 街 牙 迁 现 象 ， 即 任何 一 各 新 出 现 的 有 序 续 构 都 可 以 滤 
作 无 序 状态 (例如 空间 均匀 的 定 态 ) 或 其 他 有 序 状态 尖 稳 之 后 再 按 
一 定 的 机 制 建立 的 .然而 , 耗 散 结构 的 研究 不 能 只 限于 一 般 原 理 的 
讨论 ; 为 了 证 实 各 种 自 组 织 现象 的 存在 并 揭示 它 信 的 行为 , 我 们 必 
须 对 具体 系统 分 析 失 稳 的 条 件 和 随后 出 现 的 九 迁 过 程 . 也 就 是 说 ， 
对 自 组 织 过 程 的 透彻 了 解 必须 同时 借助 非 平衡 态 物 理学 和 非 线 性 
动力 学 两 方面 的 分 析 ， 因 此 , 分 岔 、 突 变 混沌 、 ANE PORES 
力学 在 自 和 组织 研究 中 超 着 十 分 重要 的 作用 。 


第 2 章 - | 
分 公理 论 的 基本 方法 


5 A OF 


在 委 盘 回 题 中 ， 为 了 滩 入 分 析 非 线性 动力 系统 的 拓扑 结 构 和 
稳定 性 变化 规律 , 必须 使 用 现代 数学 方法 和 计算 手段 . 
“…、 目前, 研究 分 贫 的 主要 方法 存 - 

1. 奇异 性 理论 方 308, > C93, C28] | 

奇异 性 理论 是 现代 数学 的 一 个 重要 分 支 。 它 研究 可 微 映射 的 
退化 性 阿 题 , 并 成 功 地 处 理 许多 非 线性 现象 , 如 焦 散 面 .张弛 振动 、 
激 波 、 散 射 波 等 ， 奇异 性 理论 始 于 惠 特 尼 (H. Whitney) 和 摩尔 
斯 (M. Morse) 等 人 的 工作 ， 在 后 年 代 经 托 姆 和 阿尔 诺 特 (B. H. 
4pHomg)》 SAS BME SRM 80 年 代 以 来 ， 戈 鲁 比 茨 基 M. 
Golubitsky) 等 把 奇异 性 理论 系统 地 用 于 分 岔 研究 , 取得 了 显著 的 
成 果 ， 在 静态 分 岔 问题 中 ， 奇 异性 理论 严格 地 解决 了 “有 限 确定 
性 问题， 从 而 静态 分 盆 亲 用 比较 简单 的 六 和 鲁 比 蒋 基 - 溃 弗 (D. G. 
Schaeffer) 范式 进行 识别 和 分 类 ， 我 们 还 可 以 通过 普 适 开 折 去 研 
究 在 一 般 扰动 下 可 能 出 现 的 所 有 分 岔 形态 ,并 给 出 分 贫 转 迁 集 等 ， 
在 实际 应 用 中 ， 我 们 还 可 以 共 系 统 的 大 量 参数 中 振 别 出 少数 能 反 
映 结 构 稳定 性 本 质 的 参数 ， 这 就 便于 从 总 体 去 认识 系统 的 分 贫 性 
态 和 进行 理论 预测 , 奇异 性 理论 方法 不 仅 用 于 静态 分 岔 , 而 且 可 以 
钦 理 通 有 的 和 追 化 的 元 普 夫 分 岔 等 .因此 它 是 一 种 研究 平衡 点 分 
盆 的 统一 是 有效 的 方法 : 这 年 来 这 方法 已 受到 广泛 的 重视 . 
RR, SURE, SE A IE OE. 
Sehmidr) 约 化 方法 进行 阵 维 ， BERASEARARRAN ER 
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2. 庞 卡 莱 - 伯 克 埋 夫 范 式 方法 term 

苛 微 分 方程 的 范式 的 概念 ， 最 早 是 由 庞 卡 业 提出 的 。 后 来 经 
WAAER(G. D. Birkhof). 阿 尔 诺 特 等 逐步 发 展 ， 已 成 为 较为 
完整 的 理论 , 在 平衡 点 附近 , 我 们 用 近似 便 同 的 非 线性 变换 将 党 微 
分 方程 化 简 , 只 保留 共振 项 , 便 得 到 方程 的 PB 范式 。 这 种 方法 适 
用 于 研究 局 部 分 售 ， 对 于 高 维系 统 , 在 使 用 PB 范式 方法 之 前 , E 
往 要 先 用 中 心 流 形 方法 降 维 ， 在 实际 问题 中 ， 应 用 PB 范式 进行 
HEARR, RULARE PB 范式 的 具体 形式 ， 目 前 比较 有 效 
的 方法 有 : 矩阵 法 、 共 辆 算 子 改 、 李 代数 法 .8- 双 分 解法 、 共 振 法 过 
有 时 还 可 以 用 计算 机 代数 法 在 计算 机 上 求 出 ， 此 外 ， 对 称 不 变量 
理论 也 可 用 来 计算 PB 范式 . 

3. 报 动 法 5 和 , C27, [3 的 

利用 投影 法 .平均 法 .多 重 尺度 法 .各 种 谐 波 平衡 法 .WKB 法 
等 , 可 确定 分 倪 解 的 渐 近 展开 式 、 这 类 方法 比较 简便 , 易于 被 只 有 
吉 典 分 析 数 学 基础 的 人 接受 和 运用 ， 它 可 以 用 于 静态 分 舍 ， 均 普 
夫 分 岔 \ 次 谐 和 超 谐 分 售 、 准 周期 分 盆 等 一 系列 问题 , 并 能 给 出 近 
似 的 解析 结果 ， 

和 后继 函数 法 cm 和 什 尔 尼 科 夫 法 5 

这 两 种 方法 在 研究 二 纵 和 高 维系 统 的 周期 轨 线 分 盆 和 同 、 噶 
宿 分 贫 问 题 中 有 重要 的 理论 价值. 

5. BMRA ERE 

EAB ACES AR ahaa ACW. R. Hamilton) 系统 的 
m/n BREAD LE, 

6. 符号 动力 学 方法 5#exc7 

和 兰 叶 岸 列 的 研究 可 以 追 潮 到 19 Hee fo, A HE E 
代 , 摩尔 斯 等 人 开始 详细 地 讨论 本 符号 动力 学 ， 直 到 80 年 代 ， 人 
们 才 开 始 注意 到 符号 动 为 学 与 实际 系统 动力 学 之 间 深 刻 的 内 在 联 
系 ， 使 得 实用 符号 动力 学 成 为 动力 学 研究 的 重要 方法 ， 符 号 动力 
学 方法 是 根据 符号 序列 的 移 位 不 变 集 去 判断 系统 的 分 信和 混 光 行 
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为 , 是 一 种 严格 的 数学 方法 ， 但 是 , 它 有 形象 直观 的 特色 ， 并 可 通 
过 数值 计算 突现， 目前 符号 动力 学 方法 已 成 功 地 用 于 一 继 踢 射 和 
基 些 常 微分 方程 系统 的 分 分 、 混 汪 和 吸引 子 特性 研究 。 高 维 符号 
动力 学 方法 也 正在 建立 之 中 . 

7. 胞 映射 法 2 

胞 映射 法 是 近 十 多 年 来 发 展 起 来 的 、 它 把 动力 系统 的 研究 转 
化 汶 在 相 空间 中 胞 映射 性 态 的 研究 ， 它 需要 天 过 计算 去 实现 ， 其 
基本 理论 不 涉及 过 多 的 抽象 数学 ， 胞 映射 法 的 应 用 范围 很 广 , 尤 
其 适用 于 动力 系统 的 全 局 分 析 ， 因此， 了 胞 映射 法 是 全 局 分 贫 、 混 
MER SF MDD BARA LN PR BOT IE, 

8. Heh Jy ygi cg 

ARRE ES) TBE Ph BEE AE FCO. Conley) 指标 法 
等 , 都 是 无 限 维 系统 分 岔 研 究 的 重要 方法 . 

在 上 述 理论 分 析 方 法 中 , 除 摄 动 法 可 得 定量 结果 .符号 动力 学 
方法 和 胞 映射 法 可 得 数值 结果 之 外 , 其 他 方法 赂 属于 定性 研究 .一 
般 说 来 , 由 于 非 线 性 问题 的 复杂 性 , 理论 分 析 往 往 难 以 进行 ， 因 此 
直接 进行 数值 计算 和 模拟 就 有 十 分 重要 的 意义 、 分 贫 提 数值 计算 
包括 稳定 性 条 件 的 判别 .分 岔 值 的 确定 .分 贫 解 的 追踪 等 ， 现 在 已 
经 有 了 一 批 有 效 的 算法 和 软件 系统 pm e Ky, a AY 
数值 研究 尚 有 许多 问题 需要 解决 ， 例 如 全 局 分 盆 和 高 余 维 分 分 的 
计算 、 保 守 系 统 分 岔 计算、 无 限 维 系统 的 斑 图 动力 学 的 数 信 模 氢 
等 . 

自然 界 的 系统 往往 有 一 定 的 对 称 性 ， 对 称 性 的 自发 玻 缺 ， 是 
产生 分 盆 的 重 正 因素， 根据 对 称 性 建立 的 等 变 分 岔 理论， 可 以 大 
大 简化 对 称 系 统 的 分 盆 分 析 ， 群 论 方法 和 等 变 奇 异性 理论 方法 在 
对 称 分 盆 研 究 中 发 挥 着 巨大 的 作 四 . 

” ”本章 的 其 他 部 分 将 讨论 约 化 方法 (IS 方法 和 中 心 流 形 方 
法 ) 和 了 PB 范式 方法 。 至 于 奇异 性 理论 方法 ， 将 在 第 3 章 介 
A. 
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86 LS 约 化 方法 


李 雅 普 诺 夫 - 施 密 特 约 化 方法 (下 而 简称 LS 方法 ) 是 将 高 维 " 


或 无 限 维 非 线 性 方程 化 为 低 维 方程 的 降 维 方法 ， 它 移 基 本 思想 刀 
下 : 通过 空间 分 解 方法 , 把 非 线性 方程 分 别 投影 到 两 个 子 空间 上 ， 
得 到 两 个 方程 ; 由 隐 沙 数 定理 , 其 中 一 个 方程 总 是 有 了 唯一 解 的 ; 把 


这 个 解 代入 另 一 个 方程 , 得 到 一 个 较 低 维 的 方程 这 就 将 原来 的 方 


程 的 求解 问题 得 以 简化 . 
YBH 1) DER F. LKR HY 给 出 的 方程 
F(u, 1)=0, UEL, ERe (6.1) 


ED Y BARRE M (UR AT CLR A EES N), p= 
(ja i, Hm) 是 参数 ， 设 FO, 0)=0. 记 导 算 子 DsF(0, 0)- 
&, EPAIA), 值 域 为 AR). &V (8) 的 维 数 有 限 , 且 大 
FO, 即 史 有 有 限 个 零 特 征 值 +. 


EKE KEE, NC) M A EZ MY PAB 


AALE MZY, Mil, REEM 
L=- NIDDK o Y=-YOAY). (6.23) 
特别 地 , 52 LB ERE (T. Fredholm) FFIN, 上 述 论 断 

是 成 立 的 ， 

定义 投影 算 子 P. YA ®APRBRF I-P, YOM, 其 

中 工 为 恒 等 算 子 ， 于 是 , 方程 (6. 等 价 于 下 面 的 方程 组 : 
e p)=0, | | | “(6.9) 
(I~ P)F(u, 种) 一 “0, ee (5 


ee ee -一 一 一 一 一 


1 由 $9 知道 , 北 时 (0, O) mR Ph, 由 的 一 个 奇异 点 。 

tt WRAAREN TIMER O ZAFER, E dims (2) Meodi nija 
dim (Y/#(2)) APR, N 2 RECA. UD diinf (2) —codim# (2) 
称 为 多 的 指标 ,可 以 证 明 , WS SEBS È, 如 果 dim (2) 0, WL B 
KELA o 
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EnH 


根据 直 和 分 解 (6.2), 对 任何 uw€E 多 .有 


的， (6.5) 
其 中 ENC8)， we He. .于 是 , (6.8) 可 写成 
l Blv, w, p)=PF(v+w, p)=0, (6.8) 


HP BUN D, N (8) x Dox R” >R), 
H F(0, 0) -0 BRA GO, 0, 0)—0. 此外, SRB 
D.O(0, 0, 0) = PDF (vt w, 1) | ooo) 
= PD,F (0, 0)= P2=, 
AM SRAT EM, 它 是 可 道 的 ， 从 而 导数 DwB(0, 0, 0) 可 
道 ， 由 隐 备 数 定理 ， 方 程 (6.6) 在 lv; w, p)=(0, 0, 0) 的 某 个 邻 
SRP FEEL EWR uw=W (v, n), RA WO, 0) 一 0、 将 这 个 解 代 入 
es: MERIR 
; Plo, p)=(I-P)F(v+W (v, p), p)=0, (6.7) 
其 中 映射 多. .人 (8) xR"->2Zo、 由 于 在 (vj) = (0, 0) 附近 , 方 
程 (6.1) 和 (8.7) 的 解 有 一 一 对 应 关系 . 
u=vt+W (v, p), (6.8) 
歼 这 两 个 方程 的 求解 闸 题 等 价 ， 方 程 (6.7) 称 为 原来 的 方程 (6.1) 
的 分 岔 方 程 (或 约 化 方程 )， 显 然 ， 方 程 (6. DRRR ENS. 了 的 维 
数 低 .这 和 硕 降 维 方法 称 为 LS 方法 . 
在 应 用 中 , 为 了 求解 和 研究 方程 (6.7), 适当 地 选取 子 空 间 多 
以 及 在 信 (%) 和 Bo 中 选取 举 标 是 很 重要 的 .下面 假设 我 们 可 在 
空间 多 co a: “Ds HRM A (2) 的 正 交 补 为 Yo, 即 
=A) = LEVY, “>=0, WzE A(Q)},. 
me sca 此 外 ,还 设 . 
dim HR) = dim (2) =n, (6.9) 
例如 , ASR RBERATH, 6. ORR, 这 时 我 们 
在 .不 (3) PREK {v1,…, vag WEZA p RE JE fur, s 
ot. FA, EM ENTERRA 
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o= $i mo), (6.10) 
其 中 省 = (ay, oe, ER". F610 RADBAE (6.7), P54 
AS ou RAAG=1,--,0), MBDATRE z, 0, or nt 
方程 ; 

g, w)=(o, (Sat W (See, x), n))-0, 

¢=1, =, n (6.11) 
在 上 式 推导 中 ， 用 到 了 对 任何 YE 多 YA PycZa), ME, 
Py>=0 的 结果 (其 中 5 一 1, …， n)、 显 然 ， 方 程 组 (6.11) 与 方程 
(6.7) 等 价 , 因此 (6.11) 亦 称 为 “分 岔 方程 ”. 

应 当 注 意 到 , 虽然 由 I8 方 法 得 到 的 分 盆 方 程 的 维 数 较 低 ， 但 
它 的 求解 通常 仍然 很 困难 , 甚至 连 分 岔 方 程 本 身 也 难以 明显 写 出 . 
我 们 一 般 只 能 用 逐次 珊 近 法 或 摄 动 法 求 得 分 岔 方程 的 近似 解 . 因 
此 ， 通 过 分 盆 分 析 去 了 解 分 盆 方 程 解 的 定性 性 质 是 主要 的 研究 途 
径 ， 其 中 , 奇异 性 理论 是 一 种 常用 的 方法 (参看 第 3 章 ). 

在 用 奇异 性 理论 去 讨论 分 泡 方程 (6.11) 的 静态 分 岔 性 态 时 ， 
需要 计算 约 化 函数 % 的 一 些 导 数 ， 但 我 们 无 需 知道 名 的 明显 表 
达 式 , 就 可 以 利用 原来 的 函 教 丈 的 导数 进行 计算 . 具体 结果 如 下 。 
YA F E(u, 所) 处 的 Brea} (41); 

ne #) (Es, +e, Ex) 


Ae or ur Sg, “I, (6.14) 


-f Hmmfa=0 

CHEF RPBHRE OE 的 对 称 天 线性 函数 ， 此 外 ， 记 
了 ,97/81 下面 列举 % 的 一 些 导数 公式 ， 其 中 外 的 导数 都 是 
(xe, p)~ (0. DAR, F 的 导数 都 是 对 (up) 一 (0, 0) 取 的 ， 
不 再 详细 标明 : i, j, 4,1, s, SRAM, n 

(i) 2gvam 一 0. 

(ii) Eg/0z; rr =u, DF (ey, vi). 

(lij g/d Ox, Oz = Lok, V>, 
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其 中 V=DF (o, x, v) -DF (vi, wn) — DF (Or, Wy) — 
DPF (o, wa), We =I PDE (v, w), I, RRR Æ Lla 
HEFP. i 
(iv) Og/ Bp01= Lvs, Fup. 
(v) Og/ ôr; Oum= Lor, (DF y,)+0;— DP (a, PEF a). 
上 述 公式 都 可 以 用 隐 函 数 微 分 法 导出 (参看 [8] 的 第 一 章 和 第 七 
章 )。 读者 还 可 根据 需要 而 自行 推导 更 多 的 公式 ， 
在 计算 上 述 导 数 时 , 主要 的 困难 是 求 逆 算 子 & +， 但 有 两 种 傅 
形 可 以 避免 或 减轻 这 个 困难 ; 
L. i F fu Mae M F(u, p)= Flu, u). 这 时 在 
(u, p)= (0, WALA Fa 0, DF-0, AWGODAGV ARAH 
rg /Own Ix,= 0, Ogs/ 80; = 05 
GAARA JA 
Pgs/ Ixy Oxy, Ov1 = Ls, DF (vi, Un, %)>, 
Pg Ox, Buy = Loi, (DF p) 0. 
2. 设 对 一 切 上 有 了 (0, p)=0. Xit, E(u, w= (0, wah 
A F,,=0, AW iv) MW) RAMA 
Og /Apy=0, Og Ox = Lvs, (DF) +), 
最 后 ， 和 镁 单 讨论 稳定 性 与 上 3 约 化 的 关系 . SRYV=2 的 情 
形 . (6.1) FARMER 
ut+F(u, p)=0 uE, ERn (6.13) 
ERT, REAL SC 的 谱 中 , 除 一 个 零 特 征 值 外 , 其 余 谱 点 
的 实 部 都 大 于 0. 此 时 VOM AL) 上 都 是 一 维 的 ， 分 别 取 它 们 
的 基 向 量 vo 和 v0, 4o vo > 0, 通过 LS 约 化 ,得 到 一 维 的 分 
BAB 
g(x, p) =0, zER (6.14) 
当 p=0 时 , (6.1) AR u=0, HFS ASHE, FEO, 0) 处 会 出 
PLA URE pe OM (6. DE s AR), plis, 
sS ENA MMA BH BM (ate), p), RAISE MAO 时 
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Cu, 上) 作为 方程 (6.19) 的 平衡 解 的 稳定 挝 .可 以 证 阴 站 , 若 gelt 
这 0, 则 G4, 吕 ) 是 (在 李 雅 普 庶 夫 章 义 下 ) 渐 近 稳 定 的 ; 若 gel%。 
p) <9, 则 (wp) 是 不 稳定 的 . 

下 面 给 出 两 个 用 LS 方法 进行 约 化 的 例子 ， 

f 例 1] AB Fw, wo) = (uri tessi, -w ei) (Rp w 
一 (xu a) ER, 参数 jwER) 给 出 的 二 维 方程 

F(a, w)=0. (6.15) 
BR, WFO, 0) =0. HH, FEO, 0) 处 的 导 算 子 和 矩阵 


L-D.F(0,0)-(, >) 


ARTH0M-1. ZR, L 的 零 空间 和 值 域 为 
GS = N (L) = {(21, £2) |z2=0}, 
E= AL) = {v1, a2) v= OF, 
ES P= Y= R 中 引入 内 积 
<a, v= Baw. Vay RP 
BR E.~EL, Ain Z 和 多 有 同样 的 正 交 分 解 ， 
A 
HELM LAMBRA Me 1, 0)" M em (0, D7 KM 
Y= PR? 3 So AL) HELRBAT P H ae 
Py = <e, ws, YYER? 
接着 , 我 们 在 (0, 0) PAA I 六 方法 建立 分 贫 方 程 ， 任 何 
wok 都 可 写成 
æ=0+wW, (6.18) 
其 中 一 wie1 E281, Wm dr, FR, EEA) 
方程 ( 即 方程 (6.6)) 可 写成 
<@2, F(v+ w, w)> = —2—ei=9, 
由 此 解 出 x2= 一 23, 从 而 
可 一 gze3 一 — tje, (6.10 
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把 上 式 代 入 在 8. 一列 (L)+ 上 的 投影 方程 ( 即 方程 (6.7)), HE, 
作 内 积 , 便 得 到 一 维 的 分 岔 方程 (了 即 方 程 (6.11))， 
glz ») =<e1, FV+WD, 1)> 


= ux — 2 = 0. (6.18) 
分 贫 方 程 (6.18) 有 两 个 解 ， 
一 人 0 和 a= /2. (6.19) 


易 知 fest Ae ( 见 图 6-1)，、 由 0-mer 和 
(6.16)、(6.17).(6.19)， 可 以 得 到 原来 的 方 
程 (6.15) 的 两 个 解 。- 
a{ 4) = (0, 0)7, 
x(u) = (e/a, — 67/4)", 
它们 也 在 此 =0 处 出 现 跨 临界 分 贫 ，、 由 m 6-1 
HTN, 原来 方程 的 分 岔 性 态 完全 可 以 用 分 岔 方程 描述 . 
[ 例 2] 考虑 $ 3 中 压 杆 屈曲 问题 引进 的 非 线性 方程 ( 见 
(3.4), XERIFE b= or): 
F(u, »)=—u!'—~pwsinu=0, (u, WHERxXR (6.20) 
HY u BBR, RAF LRV, FAY 分 别 是 巴 拿 赫 空间 ， 
#={uE O7[0, mw 人 (0)=w(m)=0， Y=O°(0, x], 
SH, (6.20) XY (ET e AP AL u— 0, 即 五 (0, w) 0, FE 
(0, HANSA DP O, u): Z XRV h FARAH: 
DFO, p) = —d/ds?— p, (6.21) 
考虑 线性 化 方程 
DF (0, w)o=— vo — v=), ve (6.23) 
BD o 应 满足 边界 条 件 w 40) =e (aw) 一 0。 容 易 见 到 , (6.22) 只 有 当 
=p, =n? n=1, 2, - (6.28) 
时 , 才 有 非 平 凡 解 - 
v=0 ans, n=1, 2, + (6.24) 
HPOAE RRR RRM 4 up (t n=], a, …) 时 ， 
DCO, Hn) 有 由 v= 008 ns 张 成 的 一 维 零 空间 ， eee, BY, 
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了 Dusf0，z) 的 堆 空 间 的 维 数 为 0. 

现在 我 们 只 讨论 上 =A= 上 的 情形， 并 用 18 方 法 将 方程 
(6.30) 在 (0, 1) 附近 进行 约 化 ， 记 只 = 了 0, 1), Feb a= 
coss 张 成 的 一 维 零 空间 


AM (2) =span{os}, (6.25) 
在 空间 和 MY 中 定义 内 积 : 
<u, = ue, (6.26) 


L, KV LE BH HE BARBAT (SASSI MACH S 2), 故 
我 们 可 取 空 间 的 正 交 分 解 ， 
OF, Y =YP), (6.27) 
其 中 Vo= N (RQ) = {uE Z| <u, 1 —0}, 
P,- A(Q)-={u CY |lu, B=0, VRE B(2)}. 
容易 证 明 EZ 上 的 自 伴 算 子 ， 圳 实 上 , 利用 分 部 积分 和 过 
FAS HE, 可 以 证 明 
Rau, v>= <u, Lo, yu ver 
WE SMA SY =-2. WER AREE, E 
得 到 
B(B)A=N = ND), (6.28) 
我 们 可 取 on 作为 子 空间 AA RER, EPA NAH Y 
到 RCS) AM AL)” 的 正 交 投影 算 子 , TRMueY 有 
Qu =<u, 01>%1/<vy > 


= 2(|"ué)00s EdE cos s, (6.29) 
w= (I— Qu 
=u(s) 一 (| ules ¿aë Joos s, (6.80) 
利用 上 面 的 结果 , KHEM ue 2 写成 
u=ot+e, vEV(2), WER, (6.31) 


我 们 得 到 在 ALM AR =N) LHRH 
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me WR 


| 4)=0, (6.32) 
QF(o+w, w)=0, (6.33) 
Mat HIE, (6.32) AME — fw Wo, a). 把 它 代入 (6.33)， 
FEE VEN (2) A Mo = av, HGP) —~HE MS BAB. CHE .11)) 
glo, AD) 二 《oo Flav. + W (eos, w), w)>=9, 
cER, ER (6.84) 
Hid Ws, 6) 一 Wlw coss, u), 则 (6.8341) 可 写成 


g(@, p= UP", 2)—wsin(a cose 
+W(E, )) Joos édé- F a= 0, (6.35) 


然而 , HH TRIER W Cs, 2) BAB PEAK, 分 盆 方 程 (6.35) 
也 就 难以 具体 写 出 和 求解 . $ 10 中 将 用 奇 朱 性 理论 方法 对 16.35) 
进行 分 岔 的 定性 分 析 . 


人 7 中心 流 形 方法 


中 心 流 形 方法 是 动力 系统 理论 的 一 个 重要 内 容 ， 它 也 是 一 种 
主要 的 降 维 方 法 ， 这 有 里 只 介绍 有 限 维 空 间 R" 的 向 量 场 的 中 心 流 
形 方法 。 考 不 由 Gt r> AEA f: UCR"->R" 给 出 的 动力 


系统 l 
wf (ar), ®EUCR" (7.1) 


其 中 如 是 包含 原点 O 的 开 集 ， 设 点 0 是 (7.1) 的 一 个 非 双 曲 平 衡 
点 , 即 导 算 子 DO) ARRA 0 的 特征 值 . 记 DAC0) 的 特征 值 集 
go=o*UoUo, co 和 ac" 分 别 为 实 部 小 于 0 、 大 于 0 和 等 于 0 
的 特征 值 子 集 ， 它 们 在 R 中 对 应 的 特征 子 空 间 分 别 为 E SY 和 
Ao， 由 中 心 流 形 定理 ( 见 附录 第 158 页 ) 可 知 , 系统 (7 .3 在 原点 的 
某 邻 域内 存在 过 原点 且 在 该 处 分 别 St, E A EO HL R 
稳定 流 形 放 ”局 部 不 稳定 流 形 W 和 局 部 中 心 流 形 WAE, ou fit 
AED, BERR AS) ”它们 都 是 局 部 不 变 流 形 。 系 统 (7.1) 
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在 中 心 流 形 寺 的 流 的 性 态 ， 对 了 解 原 系统 的 动力 学 特 人 性 有 十 分 
重要 的 意义 ， 

下 面 只 讨论 DF(0) 的 特征 值 元 正 实 部 的 情形 。 这 是 在 物理 和 
工程 技术 上 最 感 兴趣 的 ， 此 时 ,5 一 ca"， 不 稳定 流 形 W* Ae 
在 . it k=dim &, t=dim &¥ =n—k, > R= Ex &, HEER 
写成 = (Wt, V), UER", VER, 于 是 (7 .1) (或 通过 适当 的 非 奇 
异 线性 变换 ) 可 表示 成 

| v), 

o= Bvt g(t. v), 

其 中 A MBAR RRA? 阶 矩 阵 ， 它 们 分 别 有 零 实 部 和 负 实 
部 的 特征 值 ; 函数 91.92 及 其 一 阶 偏 导数 在 原点 处 为 0。 


(u, EUCRxR: (7.2) 


中 心 流 形 Wo 在 原点 附近 用 函数 
v=h(tt) 
表示 。 将 上 式 代 入 (7 .3) 的 第 一 式 , 便 得 到 约 化 方程 
t= Au+-gi(t, LW)), uER” (7.3) 


这 给 出 中 心 流 形 W* 上 的 向 量 场 在 中 心 子 空间 Ce 上 的 投影 ( 见 图 
7-1)， 从 而 确定 中 心 流 形 上 的 流 。 由 于 在 
原点 附近 , 系统 (7 .人 在 稳定 流 形 上 的 流 有 
着 与 线性 收缩 流 相 同 的 局 部 性 态 ， 系 统 
(7 .2) 的 局 部 动力 学 性 态 就 主要 由 中心 流 
形 上 的 流 决 定 、 特 别 地 ， 关 于 稳定 性 有 下 
图 7-1 Tit BS xe HH, 

定理 ”如 果 约 化 系统 (7.3) 的 原点 是 稳定 (或 浙 近 稳定 、 不 稳 
定 ) 的 ， 则 原 系 统 (7 .2) 的 原点 也 是 稳定 (或 渐 近 稳定 、 不 稳定 ) 
的 . 

接着 考 患 中 心 流 形 的 计算 问题 ， 即 确定 函数 We)， 将 如 = 
ACH) RAT. DEHRA, 并 利用 求 导 前 链 式 法 则 , 有 

Dh(a)ua= Bh(u) + gam, h(a). 
再 用 (7.3) 的 第 一 式 , 整理 后 , 便 得 到 (WW) 的 微分 方程 
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v 
£ Es We 


Dicu) [Aug (u, BOCA - Bh(ae)—ge(u, h(u)) 一 个. 
(7.4) 
此 外 , 考虑 到 全。 经 过 原点 ， 且 在 该 处 与 Ge 相 切 ， 困 此 人 GD) 应 满 
足 条 性; 
AD0)=0， DA(O)=0. (7.5) 
ROSTER A 的 方程 (7 .4) 一 般 是 不 能 精确 求解 的 ， 通 常 上 内 能 求 浙 
近 级 数 解 ， 
[pli] 考虑 系统 
“Z= ey, = —y +a, lo, DER? (7.6) 
其 中 wxER ABR, (7.6) 的 向 量 场 在 原点 处 的 导 算 子 有 特征 值 
和 一 1, 相应 的 特征 子 空间 ( 即 E* ML SOAR Wo MA y HR 
据 中 心 流 形 定理 , 过 原点 有 一 维 的 中 心 流 形 和 稳定 流 形 .由 (7 .4) 
和 (7.5) 得 知 , 中 心 流 形 函数 y= ho) EW E 
人 [zh(a2)] +h(a) —aa?=0, 
A(0)=h'(0) =0, 
由 (7.7) 的 第 二 式 , 可 设 及 (z) 的 浙 近 展开 式 为 
h(a) = enn? + ega*® + O(a), (7.8) 
RAT. ONB—-K, 并 比较 HUA RR, BB oa 一 ca， cs 一 
0. p A(@)=a0? + O(2*), 
于 是 , 在 中 心 流 形 上 的 流 的 方程 为 ( 即 (7Y.3)) 
2 一 oz 一 aos 十 Oo5). (7.9) 
Ba, 当 wa<0 时 ,(7.9) 的 原点 是 渐 近 稳 定 的 。 由 前 面 的 定理 ， 可 
知 原 系 统 47.6) 的 原点 也 是 人 EA, a a>ORt, (7.6) 


Gida=-6 (yw 


图 7-2 


(7.7) 
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前 原点 是 不 稳定 的 、 当 a=0 时， 方程 (7 .7) 有 解 A(z)=0， 这 时 
HUD RIERA oR 方程 (7.9) 成 为 2=0, 它 在 原点 处 是 稳定 的 ， 
国 此 (7.6) 的 原点 也 是 稳定 的 。 图 93 给 出 在 原点 附近 的 相 图 ， 
在 研究 分 岔 问题 时 , 我 们 要 考 赎 食 参 数 的 系统 
和 一 re p) ETER，KE.JTERn (7.10) 
HPR ARO, OCUxT, Ek 是 分 倪 参 数 ， 设 当 p=0 时 ，(7 .10) 
ATER HPS æ=0. WIAT =D, 了 (0, 0). 与 上 面 一样 ， 
设 号 的 特征 值 没有 正 实 部 ， 其 中 有 上 个 的 实 部 等 于 0, 其 余 n 一 下 
ABR, SELES MRR, Hi ew te EES, 
《7.10) 可 写成 等 价 的 形式 : 
= A(p)t+gi(tt, v, p), 
o= B(w)v+gs(tt, v, p), (T.11) 
ü=0, 
其 中 (u, v, p) ERX R*+ xR"; A (p) MB W)ASIA cM 
n-k BSH, 它们 当 妈 =0 时 分 别 有 零 实 部 和 负 实 部 的 特征 值 ; 函 
gag: 及 其 一 阶 偏 导数 在 (0, 0, 0) 处 等 于 0.(7 .二 ) 称 为 (7 .10) 
的 “扩张 系统 ”. 
BR, (0, 0, 0) 是 扩张 系统 (7.11) 的 一 个 非 双 曲 平衡 点 ， 根 
据 中 心 流 形 定 理 ，( . 蔚 ) 在 ( v, p)Z A R*x RxR” 中 有 一 
个 下 二 oo 维 中 心 流 形 ， 它 在 原点 处 与 (和 5) 空间 相 切 、 我 们 可 以 
通过 该 中 心 流 形 上 平衡 点 的 分 岔 ， 去 描述 诛 系 统 (7.10) 的 平衡 点 


分 贫 情 况 . 
(m2) 考虑 含 参数 系统 
joa ER pER (7.12) 
ym poya, 


4 e=OR, (IDET A (0, 0) 处 的 导 算 子 的 特征 值 为 0 和 
—1, 故 原 点 是 一 个 非 双 临 平衡 点 . ee TEAR 


CA, am 
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并 将 参数 此 也 看 作 变 量 , 得 到 扩张 系统 
u= pluto) — (te), 
| (7.14) 
v- —p(ute)—ov+t (ute), 
(zz .到 ) 有 一 个 二 维 的 中 心 流 形 ， 它 在 (0 0, 0) 处 与 (uw, u) FA 
切 ， 若 中 心 流 形 册 函数 oh, w) Za, Wh (7.4) BA IT 
程 


站 A +h)- hy? 
a ayr P (u+) + pth) 
+h (e-+h)2=0, 
pi 
[w(u-+h)— (uth (2+1) =o. (7.15) 
条 件 (7 .5 给 出 
op _ah(0, 0) _ Bh(0, 0) 
(0, 0)-0, ZOD BA Oo, (7.16) 


ay (7.15) #1 (7.16), 可 求 出 中 心 流 形 的 渐 近 展开 式 
v=A(u, p= — putut tO, lut p). (7.17) 
由 《7 .14) 得 到 在 中 心 流 形 上 的 约 化 系统 : 
人 
p=O, 
图 7-3 给 出 约 化 系统 (7 1) HARA. BR, E(u, w)= (0, O)Kb 
出 现 平衡 点 的 路 临界 分 岔 ,此 =0 是 一 个 静态 分 岔 值 . 图 7-4 给 出 
BRAT 1D MA A, 可 见 原 系统 亦 在 &=0 处 出 现 平 衡 点 的 跨 
i Fare, 


(7.18) 


5] 


§8 PB 范式 方法 


在 微分 方程 研究 中 ， 往 往 可 以 通过 适当 的 变换 把 方程 化 为 较 
乌 单 的 形式 、 处 卡 菜 -人 怕 克 翟 夫 范式 (以 后 简称 PB 范式 ) 是 在 平 
淆 点 附近 利用 上 坐标 变换 把 常 微分 方程 化 简 的 一 种 重要 方法 ， 它 不 
但 用 于 常 租 分 方程 的 一 般 定 性 研究 ， 而 且 是 研究 常 敏 分 方程 的 分 
省 (尤其 是 动态 分 分 ) 的 基本 工具 . 

§8.1 PB 范式 的 概念 

考虑 非 线性 微分 方程 i 
æ= f(a), | ER” (8.1) 
设 fA(w) 足 够 光滑 , 是 fC0) 一 0.。 假设 向 噶 场 f(y) 在 平衡 点 = 人 0 
HEERSER 

f(x) =Aæ+fa æ) tfa) e, (8.2) 
其 由 A= Df OSEA AG = 2, k) AACE R 到 
R KER) 次 齐 次 多 项 式 喘 射 组 成 的 有 限 维 线性 空间 .了 B 范式 
理论 的 基本 思想 是 通过 一 系列 接近 于 异同 的 变换 % 一 +p(y)( 这 
Bp) =O yl) 把 (8.1) 化 为 较 简 单 的 形式 .这 个 化 简 过 程 
是 对 向 量 场 由 低 次 项 到 高 次 项 逐步 实现 的 ， 其 中 每 个 步 又 的 做 法 
都 是 类 似 的 . 
a= y+ pay), YER” (8.3) 
其 中 paE Ha R) AREA, HS SRAS.D, 得 到 
y= (P+ Dpo(y)1-*[A yt paly)) + fay t+pe(y)) 
tet fr tpaly)) +O Cyl) I, (8.4) 
REIA nxn Me, BRB 
[¥+Dpa(y)J*--I—Dpa(y) +O. ly"), 
于 是 , (8.446% 
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y= Ay+faly) + [Aps(y) —Dpaly) Ay] 
+ FY) det Faly) + OC yt!) 
= Ay+fs(y) -LUi py) + Fay) +e 
+ fy) +O y), (8.5) 
Eh PEARCE j=3, = I), REH T LP A(R") 
2 (R") ra Phe &: 
LP p(y) = [Dp] Ay Apy), pe oa(R) (8.6) 
它 把 二 次 齐 次 多项式 仍 变 为 二 次 齐 次 多 项 式 ， 因 比值 域 
ARAPCA AR), BMGs ALL) EHR") Fh N, 即 
HAR) = BLD )OF a, W Sa E Ha(R) IRA 
fay) = hg) TIA aE BLP), gE Bo (8.7) 
TE, 存在 pzE HAR"), 使 RYpa(9) 一 ha(y)， 因 此 ，(8.5) 成 为 
y-Aytgsly+ Fly) + +i) +Ody}). (8.8) 
这 就 使 向 量 场 展开 式 的 二 次 项 得 到 简化 
一 般 地 , RAE MRE FLY F(R") ACR”) 如 下 : OX 
H j=2, 3,…) 
LPo(y) = (Dey) ]-Ay-Ap(y). PEHR") (8.9) 
它 把 7 了 次 齐 次 多 项 式 仍 变 为 j 次 齐 次 多 项 式 , K 
ALD) CAR”). 
RG, BLP ACR") Gh I, BCR") = BALD OF, 
《这 里 了 一 3, 3, …)， 利 用 与 上 面 类 似 的 方法 , 可 以 逐步 将 向 量 场 
展开 式 的 高 次 项 化 简 ， 一 般 地 说 , 设 经 过 5 步 (3<<jE 一 二 后 , 方 
程 (8.1) 已 变 成 
æ- Ax + ga(%) +e + g(r) 十 六 sa 人 2) 
eet Fiore) +O arf), (8.10) 
BA gE GiGQXB I~, o, 6), Fn€ Ha(R) KB m=t+1, +, 
Z)。 作 变换 
w= Y +p aH), YER, pE Kal R") (8.11) 
T, Bad ee HUG, (8.10) mw 
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B= Ay + gay +o +g) + Fae) -— 29? pay) 
tfira Wt thy) Od, (8.12) 
其 中 各 En(R") (这 里 m= 名 9, o k). H Fire Mies (R) 
分 解 为 
l July) = ha lY) + gial Y) 
hi E ARQ), Get Gert (8.13) 
BR Pere Har R"), $B LG paly) = Marly), 则 (8,13) 成 为 
= Ay HI) +e tga thusly) 
+ou) +O y). (8.14) 
从 而 , Se RIP +1 RRB, hT, Bit e—-1 
步 形 如 (8.Itb) 的 变换 后 ， 就 可 以 把 (8.1) 化 为 下 面 的 较 简 单 的 形 
A: 
y= Ay tga yY) + +g) +O ly), (8.15) 
其 中 gE 3X2( 这 里 了 =3，… 6)， 我 们 把 (8.15) 称 为 原 方 程 (8.1) 
Hh By PB 范式 ”通常 也 可 称 截断 式 
GAY HILY) + + aw (8.16) 
2° By GR) PB ER”, 

在 微分 方程 的 了 B 范式 中 ， 每 一 项 gs HB I=2,--. 1) BRS 
ARP) OR") PHS GS, BCR") 的 维 数 等 于 
no 它 随 交 和 无 的 增 大 和 而 迅速 增 大 , 因此 , By EIFS.) 
一 般 十 分 复杂 .然而 ， 子 空间 多 ; HERR OCR) 小 得 
& FH, 在 把 方程 变换 成 PB 范式 后 , 向 总 场 展开 式 的 项 数 可 以 
大 大 减少 , 从 而 使 于 进行 定性 研究 ， 

应 当 注 意 , 由 于 补 空间 多 / 可 以 有 不 同 的 取 法 (这 里 j=2,…， 
让, 这样 ,对 给 定 的 阶 数 雍 来 说 ,PB 范式 的 取 法 一般 不 是 唯一 的 . 此 
bh, FF =O 附近 ,上 阶 越 断 范式 (8.16) 与 原 系 统 (8.1) 的 拓 
扑 结构 虽然 有 密切 关系 ， 但 不 一 定 完全 相同 .它们 之 间 究 竞 粗 近 
到 多 大 程度 , 仍 是 个 未 解决 的 问题 ， 我 们 还 注意 到 , (8.15) 给 出 的 
是 向 量 场 的 浙 近 展开 式 , 它 当 >o0 HR oe, BE BE (x) 
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是 解析 的 情况 下 , (8.15) 24 k> 时 也 不 一 定 收 敏 尽管 如 此 , 大 
量 研究 表明 ， 阶 数 不 太 高 的 PB 范式 通常 就 能 提供 定性 研究 的 主 
要 信息 , 因此 它 是 研究 平衡 点 附近 的 动力 学 性 质 的 重要 工具 . 

下 于 介绍 PB 范式 的 一 些 计算 方法 。 以 后 还 要 对 PB 范式 的 
计算 和 应 用 作 进 一 步 讨论 . 


$8.2 PB 范式 的 计算 


PB 范式 计算 的 关键 ， 在 于 确定 ALD) AR) PRAE 
EZ. 为 此 , 先 作 一 些 说 明 . 

BHEE. 设 导 算 子 矩阵 A ARE Ad, s 和 % (其 中 
包括 重 根 )， 车 存在 一 组 韭 负 整数 m= (m, +, m) 满足 m|- 


È m>, BRIE ACRE <<a) 有 
h= Sha (8.17) 
则 称 特 征 值 Xz，…，X。 为“ 共振” 的。 (BIDRA “HERR RR”, 
lm| 称 为 “共振 的 阶 ?、 车 对 菜 个 FQ, WE |m|~j hy m= 
(mai, ney mq) C1 0) BBA 
Meds my s=1, =, n (8.18) 
则 称 Ars es An WI 阶 非 共振 的 ”， 若 (8.18) 对 一 切 j>2 上 成立， 
则 称 As, +++, An 为 “ 非 共振 的 ”， 这 里 讨论 一 下 PB 范式 与 共振 的 
关系 . 
3E RRR UPAR AR) (这 里 j>2) 的 特征 
MRA A Sih, — m=0, [m= j, 1<s<n}, 
5] RSE BAA BA [3] Hy § 22, 
根据 上 引 理 ， 如 果 A HEIRE J ikih W OY 的 特 
征 值 都 不 等 于 0, 从 而 P EAR EETA, RE Mt 
ILAT hE HR), HE LA ph, BEAR, Ai pe R). 
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By iit, ALD) = A(R"), 其 补 空间 多 ;一 {0}， 于 是 , 在 PB 范式 中 
有 gy 一 0, 即 不 存在 了 次 齐 次 多 项 式 ， 特 别 地 , WR A 的 特征 值 为 
非 共 振 的 , 则 对 一 切 je 有 多 ;一 140}, 从 而 gy=0. t, BUH 
MBM l 

æ=y+p y) pe 4#(R"), j=2,°,b (8.19) 
的 变换 , 可 把 方程 (8.1) 化 成 下 面 的 PB 范式 


yg=Ay+OCyl™). (8.20) 
如 果 略 去 (8.20) 中 的 高 次 项 , 就 有 组 性 方程 
y= Ay, (8.21) 


这 表明 在 非 共 振 的 情况 下 , 原来 的 非 线性 方程 (8.1) 通 过 一 系列 的 
近似 恒 同 的 非 线 性 变换 , 可 以 在 一 定 的 精度 要 求 下 线性 化 . 

EIUN R, 只 有 在 A 的 特征 值 Aa, +, An 共振 的 情况 下 ， 方 
程 (8.1) 的 PB 范式 才 会 保留 一 些 非 线性 项 ， 在 PB 范式 计算 中 ， 
我 们 需要 知道 RUCHE j=, 8, …) 的 补 空间 多 
Haw, BS ARAE a …， Ah, Kel=dimg,, Mee PB 
范式 (8.15) 中 , 有 

IY) = 0) +--+ aby) EG, (8.22) 

其 中 a, …， 4 为 常数 ， 应 当 注意 ， 由 于 补 空间 多 /一般 不 是 唯一 
的 , 不 同 的 选取 Z 的 方法 会 给 出 不 同 的 PB 范式 . 

在 PB 范式 计算 中 , 往往 要 用 XR") 的 基 ， 我 们 可 以 取 n 个 
变量 的 了 次 单项 式 为 分 量 的 mn 维 向 量 作为 一 个 基 向 量 ， 并 按 反 字 
典 次 序 排列 , 成 为 4(R") 的 一 个 基 , 其 做 法 如 下 。 记 


C= (0, ney 0, 1,0, ar) 0)*€ R», ¢=1, vee, 
MF @= (aa, +, Ba) ER" Al— AE ER & 一 (oa，…， a), 记 
02 一 多 or， 


其 中 Ja] =at tin Farme, RNRP la] =j Kis 
n) 作为 AROR BPE: 若 8>? REH k=l, =f, 
"e, Oly ayo Bn- 1> 但 Am Bm, 则 取 Eae Eaa Ep Cus 排 在 Bei 前 
mi). 
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PB 范式 的 计算 方法 很 多 ， 这 里 只 介绍 算 阵 法 和 共 罗 算 子 法 。 
此 外 ， 还 可 以 用 李 代 数 法 、 对 称 不 变量 理论 等 .下面 以 -维系 
SAA IH, SR A SPM RD AKA HM FE HR 
aE 


0 0 :0 1 0 -1 
A.-(, o” 4s-(0 0) 4 o) 
(8.23) 
1. BRE 
HR) EDE RE ES E. eha sx(R"') 的 一 个 基 ， 
Li 为 线性 算 子 YY 在 这 个 某 中 的 矩阵 表示 。 根 据 弗 雷 德 震 姆 择 
PEEM, See D(a L iS ste BH) MSS al 1 (L3) 
是 值 域 ACL; MIE ZESh, MA A LAL) ABBR, 我 
MARZEN (LEHA PB ÈRES RRA”). 
[al] 考 虚 方程 
w= Aye fax) + O(a |*), (8.24) 
其 中 和 = (a1, ta)? ER?, As (8.23), fale) ERIKS MR, 
根据 前 面 所 述 , 我 们 取 oC RD 的 一 个 基 : 


tes en o eA 3). (Co) Ca) 
(A, (7), (Dh. ew 


因为 A= A,=0, 4(8.9) A LP=0, BR, EER (8.25) 
PRIER 也 3 一 0， 故 Le-0. FHM (Lz) 一 民 ， 相 应 地 ， 光 3 一 
HAAR), RNAS. AEA Go WA, 任何 ga Ge 可 写成 

gay) -> mely). 
方程 (8.34) 的 2 阶 了 B 范式 为 
y= Ay Hgy) t Oyl’), Y= (yn ya) ER? 
Ep 
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| #1 UYI t YH i @oy2+OC yl, 
Y= d+ adda att Oyi), 
其 中 a, …, Oo 是 常数 ， 类 似 地 , 还 知道 对 k3 也 有 
Gy= MaR’) 
因此 , 在 本 铺 形 中 , % 阶 PB 范式 就 是 向 量 场 的 阶 泰勒 展开 式 ， 
[Ala] 考虑 方程 
& = Aæ -+ fm) + OC æl), XER: (8.27) 
其 中 Aa 见 (8.33)， foe) 是 二 次 齐 次 多 项 式 ， 仍 取 (8.25) 作为 
ARRE. (8.9) Ail (8.23), X ply) = (y), pay) TE 
HPP) 
RF p(w) = [Dp(y)] + Asy— Ay) 
Op,/Oy, ep,/0ys\7O Aye ay 0 1\yp 
a Bpa/ ya ko an 2 0 2 
( yat Ops/ 3) a) 
yal ps/ Os) . 
于 是 , 对 (8.35) 的 基 疝 量 e(#) GKHL l, …， 6), 有 


2 = yi a = 
Lie (y) =( Ries, = 2e.(4)—€4(Y), 


(8.28) 


— yya 

MPesy) = ( ne ) =es(y) —€s(H), 
RPes(y)=——ecly), WPe.Cy)-~2es(y), 
RPes(y) = 6Y), Liey) = 0. 

Fk, REA UP 在 这 个 基 {81,…, ees} 中 的 矩阵 表示 为 


0 0 0 000 
2 0 0 00 0 
0 1 0 00 0 
y= 8.28 
dn -1 0 00007 ( ) 
0-1 0 2 0 0 
0 0-1 010 
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为 了 确定 . 久 (她 ) ,需要 求解 线性 代数 方程 组 
Lz =0, ECR’ (8.29) 
注意 到 Li-L, RA (8.29) — Pe 
{(0, 1, 0, 2, 0, 0)*, (L 0, 0, 0, 0, 0)7} 
= {és +28,, ex}. 
它 是 .NCES) 的 一 个 基 , 并 对 应 Gar A(R IE 


ev), an-A) (A). e0 


Yiya yi 
任何 9a6E Fo 都 可 写成 
gs) = G81 (Y) tal), 
其 中 mi .wa 为 常数 . 于是, RAT LB 4 WERE y+ ply), 
PaE A(R?) (8.27) {4H 2 Br PB 范式 
ý= Ay -+ gy) + 0y 1°), yER? 
Bp 
ti =ystBary?+ Oy), i 
liman wt Odol. (a 
我 们 还 可 以 求 高 于 2 Kray PB 范式 . 

我 们 知道 , Go 欧 取 法 不 是 唯一 的 ， 如 果 将 (8.30) 的 基 向 量 分 
别 加 上 A QL) yy, 就 可 以 得 到 新 的 补 空间 Ge 的 一 个 世 ， 
从 而 得 到 其 他 2 By PB 范式 ， 例 如 , 取 ZLA 

alu) = RRE) = ( rae 
Yio 
PELE) =el) +y) Ely) =y). Be 


CO P M O) 


作为 新 的 补 空间 Go 的 基 , 便 得 到 (8.37) 的 另 一 个 2 By PB 范式 
Yi= Yo + Oy lë), 
Y= myy -Hayt + OC lal). 
利用 类 似 的 方法 , 还 可 以 得 到 (8.377 的 其 他 2 阶 PB 范式 ,如 
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(8.32) 


{ h=ytagitOo(lyl, (8.33) 


ys= anit OC yl. 
[3] yR 
a= Aæ f(s), SER? (8.34) 
其 中 A, 网 (8.23), Fae) =0(læ17). 
先 计算 (8.34) 的 2 Br PB 范式 ， 仍 取 (8.235) 作 为 AR?) y 
基 、 直 接 计算 得 知 , 对 p(y) 一 (pz(8)，pa(2))7E .52(R2) ,有 
= _ [—¥2Ops/Oy1) + ys: (Opr/Oy2) 十 pa 
Ras p(w) = Ea (Op2/ By1) + ys. Op2/Oy2) — ps ) : 
于 是 , 对 (8.35) 的 基 向 量 e@(y)( 这 里 $=1,…, 6), A 
en fan) —_ Yu 
BPe ly) = ( =n 
因此 , 242 在 这 个 基 中 的 短 阵 表示 为 
0 10 -1 0 0 


)- 一 Ca 十 eu terran, 


—2 0 2 0-1 06 
0-1 0 0 0 —1 

L, (8.35) 
100 0 1 0 
0 10-2 0 2 


0 0f 0-1 0 
Di E De BRR, La 亦 如 此 , 放 方 程 
也 法 一 0 ECRI (8.86) 
RARR, TE Fax N (Li) = {0}, ATX gE Ge A gey) = 9, 
(8.34) Wy 2 BY PB 范式 为 
y= Ay +0 yli), yer 
Bp 
ie ~yo+ OC yl), 
yo=¥it OC gl. 
其 中 不 含 二 次 项 、 出 子 在 (8.37) 中 略 去 三 次 项 后 的 截断 式 只 合 线 
性 部 分 ， 它 在 非 双 此 平衡 点 附近 一 般 不 能 反映 原 求 的 非 线性 方程 
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(8.37) 


{8.34) 的 定性 性 态 ， 为 此 , 我 们 要 进一步 计算 3 阶 PB 范式 ， 
取 空间 .24(R?) 的 一 个 基 : 


E (2a) (2) 
BACCA E e» 


类 似 前 面 那样 , 可 求 出 SG 在 这 个 基 中 的 矩阵 表示 


1 0 0 01010 0 
0 1 0 0-3 0 2 0 
0 0 1 0} 0-2 0 8 
0 0 0-1 0 
be ee oe er er et e 
-3 0 3 0-1 0 0 
0-2 0 310 0-1 0 
0 O-4 0 0 0-1 


方程 L3f =0( 其 中 ER3) 有 一 个 基础 解 组 
{(0, 1, 0, 1, 1, 0, 1, 07, (1, 0, 4, 0, 0, —1, 0, —1)7}, 
CHN. Gc #2(R*) WE 
FRBNY {—ye(yi-us) 
liad) ( yi( -+8) 外 Se 
由 此 得 到 (8.34) 的 3 Bt PB 范式 
{ j= -yotay (yi-+ ye) byly ty) + O(NyN), 
Yo= yt aya(yit ya) + byl yit ya) + OC yt). 


(8.41) 
ERMA, (8.41) WS Re Bt, 
aa (8.49) 
6=1+6r?+0(r°), 


最 后 指出 ，(8.34) 在 直角 坐标 系 中 的 PB 范式 中 不 含 二 次 项 
的 结论 亦 可 直接 由 共振 关系 得 出 ， 事 实 上 , 矩阵 As 有 特征 值 


As= +4, 
易 证 它们 是 2 BAR HH, BO MAE LM AE ma + me 3 的 非 负 整数 
Mi M2, 共振 关系 
Ag = MiA- Mera (s=1, 2) 
都 不 成 立 ， 因 此 , 由 前 面 的 结果 得 知 , 在 PB 范式 中 , 必 有 
go(y) 一 0， 
矩阵 法 求 PB 范式 的 原理 比较 简单 ， 容易 进行 计算 . 但 是 空 
间 (RR") 的 维 数 随 % 和 ij 迅速 增 大 ， 计 算 量 会 变 得 很 大 ， 此 外， 
在 求 不 同 阶 的 PB 范式 时 , 要 用 不 同 的 线性 代数 方程 组 求解 , 更 增 
添 了 计算 的 复杂 性 ， 
2. HMM 
首先 , 在 空间 CR") PG he MAB F 
fle) ~ 3 cam, wer 


其 中 的 记 法 如 前 , co 为 实 常 数 ， 我 们 记 
I@)= Bie SOE 


REET p(w) = (p (æ), +, pC)", g(a) = (ale), +, Qu)? 
CAR), 定义 内 积 如 下 ， 


pæ), gw) =E page) (8.48) 


分 A* HAA MRI BIR, CP SRERT OP 关于 
六 积 (8.43) 的 伴随 算 子 ， 可 以 证 明 5, (29)*= 292, PRR, HDR 
FE RE EEM, (ALP = ANA RD = VOD. F 
是 , 我 们 可 到 Z= VY RLD 去 计算 PB 范式 . 

因为 LARARE REEF, BS 
空间 (2942) di — Br a TT E 

8YP(e)=[DP(w)]-Ata—A*P(e)—0 

PEAR) (8.44) 
的 全 部 解 组 成 . 
$A 


[A] RIT Be oR BT 2 By Jy (8.97) 的 2 阶 PP 范 
式 . 


0 1 0 0 
由 于 4 (0 oaas o J- Ee- (zs va)’, P(e) 
= (Pi(a), Po(a@))? E .52(R2) ,方程 (8.44) 为 


(2) = OP, / Oa OP, /Ox2 0 0 \ 本 
Pe) = op yan, aP2/Bx2 X 2) oy SR 
即 
OP, 
i (8 45) 
Ti = = P. a 
它 在 A(R") 中 的 全 部 解 为 


Pifz) 一 Ga P(x) = agga Hbri, (8.46) 
Hha d AESMA. HF (8.46) 给 出 的 了 = (Pao Po) Hoek 
HRN RR = Foy BEAT HR gale) 一 PCw) 去 得 到 方程 (8.27) 的 2 
Br PB 范式 
人 
Z2=G2422+ bri +O |æ. 
注意 ， 由 于 这 里 的 补 空间 2: 的 取 法 与 例 2 不 同 ， 因 此 了 B 范 式 
(8.47) (8.3L) ~ (8.33) Mme ATH Sl 
FEAT EAR Bris PB 范式 时 都 遇 到 同样 的 线性 偏 微 
分 方程 组 (8.44)， 只 是 解 空间 取 法 不 同 、 在 计算 过 程 中 无 需 大 量 
的 矩阵 运算 .这 种 方法 的 主要 局 限 性 在 于 需要 求 出 (8.44) 在 
HR") 中 的 全 部 解 , 这 在 目前 还 没有 通用 的 解法 . 
在 结束 本 节 时 ， 我 们 简单 地 讨论 一 下 含 参 数 的 微分 方程 的 
PB 范式 间 题 。 含 参数 的 方程 
= p), EER, ER (8.48) 
可 以 写成 扩张 系统 


(8.47) 


oF 


Co mi (æ, ER’ X Re (8.19) 


pO. 
Fist, RDU MARC RAT RAH PB 范式 .这 时 
UE AEA fe TED AY) Ab AE HR RP BR 
catty, n), B=B, (8.50) 


EPpy, HHRAT UL KEFKEN, 这 个 变换 能 保持 方程 
六 =0 不 变 ， 从 而 所 得 的 了 B 范式 仍 依 吏 于 愿 参 数据 。 售 参数 的 
PB 范式 的 计算 方法 如 前 所 述 ， 只 不 过 各 项 的 系数 可 以 是 jp 的 单 
GX, 它们 在 动态 分 偏 研 究 中 有 重要 作用 ， 


第 3 章 
奇异 性 理论 和 静态 分 贫 


$9 奇异 性 理论 方法 


奇异 性 理论 是 处 理 静 态 分 岔 的 有 效 方法 ， 本 节 国 绕 静 态 分 贫 
问题 , 引进 奇异 性 理论 的 基本 概念 . 
$9.1 HADSH LRA FAR 

Bw AST 

F(a, p)=9, ziEUC23 pETCR™ (9.1) 
其 中 OGIE rel Rw FU xI, Y 是 巴 拿 赫 空间 ,是 
参数 . 设 (zo, jo) EDXJ 是 (9.1) 的 和 解 , BP F(a, Mo) — 0. 在 局 部 
荡 态 分 岔 问题 中 ， 我 们 关心 的 是 在 (zxo，Po) 附 近 ， 方 程 (9.1) 的 解 
(Hk PMSA) HRA ARES Re 变化 的 情况 、 取 
(to, po) 的 某 个 足够 小 的 邻 域 QCUxT. Wn) Kh a AEE 
《9.1) 在 妇 内 的 解 的 数目 、 如果 当 产 变化 经 过 po BY, nC) RAE 
突然 变化 , WES F Elo pro) 处 出 现 静 态 分 岔 ，(zo，po) 为 静态 分 
BH, wo 为 静态 分 从 值 ， 概 括 地 说 ,静态 分 岔 研究 方程 (9.1) 的 多 
重 解 问题 . 

定理 Pleo Mo) ME Pao, po) 一 0, HA P(e, p) 的 静态 
分 贫 点 , SAF L= DF (eo, po) LEHR REENT, 出 
S WEZEN (&) 的 维 数 大 于 0, 即 只 AFRE. 

我 们 用 反 证 法 来 证 明 ， 设 车 不 然 ， 就 有 dim.f (2)-0, # 
HEERMREBRMATER, CATH, HBR wa 
知 ， 在 po 的 某 邻 域内 存在 唯一 的 映射 z= z(p)， 使 得 2 (pro) = 29 
i SH 40 FUMIE. WTS AAPA, 这 个 条 件 总 是 嘱 立 的 。 
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和 Piste), p=. RRAABO DARA BFE wo 附近 保 
PZ, AY (oo, po) BBB AKIRA IG, BORE RA T 
本 定理 . 

上 面 的 定理 给 出 静态 分 倪 的 必要 条 件 , 但 它 不 是 充分 条 件 , 例 
如 , 方程 

g(a, w)=2°— =0, £ER, wER 

BRA gO, 0)=0, DF (0, 0)=32"|0.0.=0, 但 是 此 方程 对 任 
H BER 都 有 唯一 的 实 和 解 =u, ALO, ORBRAD BA, 

WR R (to Mo) RA F (2o oo) 一 0， 且 DeF (£o Ho) 的 
SHAG ERAT O, WRG, po) AF W- TARR. 设 
DF, po) LEBROR BRERA, HEEN ALE, 车 
(mo OEF 的 静态 分 盆 点 ， 则 它 必 是 到 的 奇异 点 、 但 反之 不 一 
定 成 立 。 在 静态 分 岔 研究 中 ， 我 们 首先 求 出 PO, HAA, 
在 该 处 可 能 将 出 现 静 态 分 岔 ， 然 后 再 分 析 F, EAR ANE 
的 性 态 , 以 判断 在 该 奇异 点 处 是 否 确 实 出 现 静 态 分 贫 , 并 进一步 研 
究 分 盆 的 类 型 和 性 质 ， 洒 异性 理论 是 研究 可 微 映 射 在 奇异 点 附近 
的 性 态 ( 称 为 “奇异 性 ”或 “退化 性 ”) 及 其 分 类 的 数学 理论 . 

分 岔 的 奇异 性 理论 主要 包括 三 方面 的 内 容 : 识别 问题 , 开 折 问 
题 和 分 类 问题 . 我 们 知道 , 在 分 岔 研究 中 , 通常 可 以 利用 约 化 的 方 
法 (例如 LS 方法 .中心 流 形 方法 等 ) 将 原来 的 方程 降 维 ， 这 就 只 需 
讨论 低 维 方 程 的 分 盆 问 题 ， 下 面 通过 单 变量 静态 分 伟 问题 来 介绍 
奇 晃 性 理论 方法 的 基本 思想 和 结果 不 失 一 般 性 ， 下 面 总 是 取 奇 
FABRA, BM Watt MERE. SRATOXVCR“R 
(Ux 六 包含 原点 ) 到 民 的 全 体 Or MA g(a, p) 并 作 如 下 规定 ， 
对 于 函数 g, PM ga, u), MR BRAM Ox Po 
UxV, 使 得 LACA L) = Gala, PRHE Ca, mE Ox? 成 立 ， 则 
把 gr 和 gs 看 成 等 僻 的 ， 按 上 述 等 价 关 系 得 到 的 等 价 类 称 为 芽 
(germ), 所 有 这 样 的 芽 组 成 一 个 线性 空间 一 一 芽 空间 , 记 作 Een 
对 任意 个 自 变量 的 还 数 或 映射 , 都 可 类 似 地 建立 芽 的 概念 . a 
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态 分 多 问题 内 涉及 在 咨 异 点 附近 的 函数 (或 映射 ) 性 态 ， 因 此 用 到 
去 表述 更 为 方便 . 


§9.2 识别 问题 


在 单 变 量 遂 态 分 倪 问 题 中 , 我 们 研究 静态 方程 
g(a, p) =0, EUCR, WEVCR (9.2) 
其 中 (0, 0) EUxV, 芽 gEBz,wn 并 满足 gC(0, 0)=gat0,0)==0( 即 
(0, 0) 是 g 的 奇异 点 ) . 

RIACE. 如 果 在 (0, 0) 的 某 邻 域内 存在 0” RRC, u) 
(Xir, u) Mw) 和 SCz， WE Cnn, 它们 满足 (0)=0, 
X (0, 0)=0, M’(0)>0, X,(0, 0)>0, SC0， 0) >0, 使 得 

g(a, je) = 8 (a, BACK (a, H) M1)), {9.3) 
TUS g 各 接触 等 价 ， WEg~h, 如果 在 上 述 定义 中 取胜 (1) = 
WH g FA BSH, 记 作 g 作 hp， 易 知 它们 都 是 等 价 关系 ， 且 当 
gh EBR goh. 

让 《9.3) AT HL, 当 goh it, ERAR LB) BRR AL SO, 故 
FRR ge, w) MACs, «) 2M RAD ACY, Wwe 
变换 ， 从 而 9 入 在 原点 附近 有 相同 的 分 倪 特 性 ， 具 体 地 说 ， 当 
9~ 关 时 ， 有 下 面前 结果 OLE 


9-1) 
L. (0,0) Æg 的 一 个 奇 oe 


异 点 ， 则 (0, 0) 也 是 天 的 一 个 


2. 方程 9 kz， 心 =0 和 


h(x, 2 一 0 在 (0，0) RE RA 
数目 有 对 应 关系 : no(a) mC MC), 

3. AE tty 2, p)=0 lath e, a) 0 的 对 应 轨 线 有 相 
ERr se eg GE XO, S0 保证 的 )， 因 此 对 应 的 平衡 艇 
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AAR Et. 

MEME GRE ARAB. S BREE... (0, OA 
ETAR. h RRS RSE RSS g 所 需 满足 
WS EP, RAE RR RRS SR PY, 显然 ， 对 满足 的 识别 
条 和 件 的 9, HAA ES h 相同. 

it] g(a, Gh, p)= etue 强 等 价 的 充 要 条 性 是 在 
(0，0) 处 有 

G=Ge=“GJer=GJu=9, gere>0 和 gon<0. (9.4) 

这 里 只 给 出 必要 性 的 证 明 ， 充 分 性 的 证 明 可 参看 [8] 的 第 二 
lO. Ryle, w) MR RIAR. 

9 (a, mw) =o + aye+ a + asa? + agape t+ srt agr® ++", 

(9.5) 
Bg Gh ue 强 等 价 , 即 有 
g(a, wy=S(a, p(X (e, u) uX, u). (9.6) 
根据 强 等 价 定义 中 对 XC, u) Sx, WER, 取 
S(a, =s Xle, w)=dbiwtbyoter, (9.7) 
其 中 so>0, by>0, (9. H)MO.T)RACO.6), WR KR 
数 , 得 
ao 一 1 一 02 一 0 一 0) 
a= — sob1<0, Gg=sob?>> 0, 
即 (9.4) 成 立 ， EKA, (9.4) 32 A= 2? — po RBA 
WEF. 定义 9 的 限制 切 空间 如 下 ; 
RT(g)={a(%, m)g tole, )ga|¢,bE Gey, DO, 0)=0}. 
RT ig) Benn. 的 子 空间 ， WIL Bonn HFS AG): HE 
WAL iM pePy), RA RT (gt+p) 一 RT (g). WUE SH 
[8] 的 第 二 章 323 和 12)， 对 任何 PE 多 (g)，g+p 与 9 强 等 
价 ， 因 此 , 9 的 识别 问题 归结 为 子 空间 多 (9g) 的 计算 ， 后 者 可 以 通 
过 站 进 内 蕴 理想 去 实现 , 在 此 不 再 详 述 . l 
WMT MA, BEARER ARKE LARA 
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az， 有 ) 去 确定 其 识别 条 件 ， BER KAREN RE DRE 
式 ， 以 后 简称 为 GS 范式 . 囊 9. 工 上 列 出 了 一 些 重要 的 分 岔 问题 
的 GS 范式 的 识别 条 件 , 其 证 明 可 参看 [8] 的 第 二 章 ， 

表 9.1 一 些 G8 范 代 的 识别 条 件 


在 一 一 0 处 的 识别 条 件 


8 一 ge 一 … 一 DBxzt-lm0， 
e=sgn(0'9/da*) R 3 一 sgEagon0 
=G = S19 I-l g ee, 
e =egn (0*9/da*) fl Ò= gn gg, tO 
Q= fam Ju 0, 

? 

e(t an) 2=S8N gre 和 和 一 EndHO 

9 一 ge 一 gu 一 2 一 0 

e=magn fe, Al E= IN Foro H O 


asat gu? 


9=Ga=Iu= I= Jow =À, 


erat âud 
ë €=S8E0 fe» RI Smagng +O 


9 一 gr 一 gu 一 goes 一 ge 一 0， 


ezit du 
gsgn Gree Al =n Juy FO 


EK 9.1 中 , sgn RAPS RRM, A-det Dy, Hp Dg 2K 
g(a, mw) KEE (L.O. Hesse) Hi RE, 
Dig- 区 =), (9.8) 


en Ius 


oy Dy 的 对 应 零 特 征 值 的 特征 向 量 ， 即 满足 (22g)e 一 0. ge # 
ARG 沿 电 方向 的 导数 .& 一 gooogece 一 3g"o。 

慎 得 注意 的 是 , 在 表 9. 工 上 给 出 的 识别 条 件 只 涉及 9 的 有 限 多 
Ait SH, 这 时 , 称 G8 范式 是 有 限 确定 的 .在 表 9.1 上 的 各 个 G8 
范式 的 静态 分 含 性 态 很 容易 知道 (参看 后 夯 的 表 9.3 和 图 9-8). 因 
此 对 于 实际 问题 给 出 的 方程 9(z，H) 一 0， 只 要 画 数 9 MRK EB 
某 个 范式 天 的 识别 条 件 , 就 可 以 由 范式 hh 得 知 g ORAS AEA, 

WS REUSE RABADS AMT Dist LS 方法 化 为 单 


g 


变量 静态 分 盆 问 题 ， 然 而 ， 一 般 难 以 得 到 约 化 函数 9g 的 明显 表达 
式 .， 即 使 如 此 , 由 36 知道, 我 们 可 以 直接 用 原来 的 省 数 的 导数 去 
汗 算 约 化 函数 和 的 导数 ， 因 此 奇异 性 理论 特别 适合 于 与 LS 方法 配 
合 去 研究 静态 分 分 问题 . 

我 们 还 要 指出 , 上 面 关于 识别 条 件 的 讨论 ， 是 对 己 知 的 GS 范 
式 进行 的 。 至 于 在 实际 应 用 中 恕 何 寻 找 合适 的 OS 范式 ， 道 常 是 
一 个 十 分 复杂 的 问题 .如果 我 们 知道 函数 ge, 名)， 就 可 以 试 取 
g(a, u) 的 泰勒 展开 式 中 不 为 0 的 惰 阶 项 的 某 些 线性 组 合作 为 
GS 范式 ie u), FAR h ETS g RFA. 如果 我 们 对 于 实际 
问题 中 出 现 的 分 贫 特 征 大 致 上 有 所 了 解 ， 也 可 以 根据 已 有 的 GS 
范式 的 分 岔 图 去 试 取 合 适 的 范式 , 表 9.1、 表 9.3 和 图 9-8 在 这 方 
面 提 供 了 很 有 用 的 信息 . 


§9.3 开 折 问题 


方程 往往 是 对 真实 物 还 现象 作 一定 的 简化 后 得 到 的 理想 的 数 
学 模型 . 真实 状态 与 理想 状态 之 间 有 一 定 差别 , 我 们 可 以 把 真实 状 
态 看 吉 理 想 状 态 的 一 个 扰动 ， 并 研究 这 种 扰动 对 方程 的 分 岔 竹 态 
的 影 砚 .我 们 通过 引进 附加 参数 , 即 所 谓 “ 开 折 ”(unfolding) 的 方 
法 , 去 考虑 可 能 出 现 的 扰动 , 然后 对 受 扰 后 的 分 岔 性 态 进行 分 类 . 

1. SSF HORS 

WHE ga, p) Efa GEP pCR), MRE G(x, 内 @)E 
Caspar 其 中 区 = (ay, n %)ER*(b20), 使 得 当 a=0 时 有 

Ga, py O~giz, u), (9.9) 

MEE H OGN—t+K- SRA, e 称 为 开 折 参 数 ， 特 别 地 , g 的 
0- 参 数 开 折 就 是 9g 本身， BA Ga, m 0)=g(z, 2) 十 [G(s, m, 
a) 一 Gz 0)]7, HUG, u, 4) 可 以 看 作 g(z%，j) 的 一 个 扰动 
Be, 其 中 找 动 与 个 附加 参数 以 … .ow 有 关 、 应 当 注意 ,9 有 无 
HEP, 现在 讨论 它们 之 间 的 关系 . 

GC, p O) ERA Ha, u, BAER) RF g(a. p) 
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HRANI. MEE, u B) = (0,0, 0) 的 某 邻 域内 存在 G” 同 
(a, )>(X(2, m B), Mw, B)), Sl%, m, BYEFeu, ACB) 
Edan 并 满足 

S(O, 0, 0)>0, XC0, 0, O)>0, M0, 0)>0 (9.10) 


[ 
n S(a, uw, 0)=1, X(z, m, 0 =z, 
já My, =p, A(0)=0 (9.11) 
H(z, Ho B)=S(a, H DGX (a, i, 8), 
Mu, B), A(B)), (9.12) 


Hitt H h G 18 (A factors through G), 

{9.13) 表 明 , 对 开 折 五 的 每 个 元 素 豆 (,，，， A) 都 可 找到 开 
GR TH G(-, -, 4(8)) 与 它 接触 等 价 ，、 也 就 是 说 , FH 各 
在 接触 等 价 的 意义 下 包 食 了 由 开 折 H 给 出 的 一 切 扰动 ， 

这 里 还 对 条 件 (9.10) 和 《9.11) 作 一 些 说 明 . 条 件 (9.10) 是 接 
触 等 价 住所 需 的 .条 件 (9.11) 保 证 (2, u, 0) FT Ae, m, 0) 都 
EF glr, u) ( 见 (9.9)). 

[hl] A gle, mue, BR, GOl, 所 G a) =r 
ueta tan 是 9 的 一 个 2 参数 开 折 , Ho, w, B)- a pets 
是 9 的 一 个 1 参数 开 折 , 其 中 u a a BER. HRS-1, X= 
rtB, M=w+36?, Ai=0, 4:=--38, WAH, m, 8)= 
SGX, M, Ax, Ao). 这 表明 H 可 由 代理 . 

H gE WER), G Bg METH, Ho 的 任何 开 折 都 
THERA, WAGE Bg 的 一 个 普 用 (versal) 开 折 ，9 的 普 用 开 
折 通 常 有 无 穷 多 个 .在 它们 中 间 ， 反 含 参数 的 数目 最 少 的 开 折 称 
为 普 适 (universal) 开 析 ,， 其 开 折 参数 个 数 称 为 y 的 余 维 数 ， 记 作 
codim g， 应 当 注 意 , FRE A Ce, 都 有 普 用 开 折 .如 果 9 没 
AMT WE 9 的 余 维 数 为 无 限 大 ， 此 外 , g 的 普 适 开 折 一 般 
不 是 叭 一 的 . 

9 的 普 适 开 折 在 接触 等 价 的 意义 于 ， 引 进 数 且 最 少 的 附加 参 
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a, 就 能 包含 y 殉 所 有 扰动 函数 ， 因此， 在 研究 方程 9g- 0 SUG 
可 能 电 现 的 各 种 分 舍 性 态 时 ， 普 适 开 折 将 起 着 十 分 重要 的 作用 . 
2. SBF RHR 
为 计算 普 适 开 折 ， 和 需要 引进 切 空 间 的 概念 . YE 的 切 空 
间 可 定义 为 
Tl(g)= {alz, wgt+b(2, Lgetol te) gr}, (9.13) 
其 中 4a、BE Gr,n, EEn. MR, THEMIS, P AE 
HY, o 的 余 维 数 等 于 切 空间 了 全 (98) 的 余 维 数 , 即 
codim g =codim T (g) —dim V =, (9.14) 
HPV ETE Can PMA SM, Eo,n=T(g) OV. HV Fi 
一 组 基 向 量 {py,，…, pr}, 则 


Ga, m «=a, 1) top 站 (9.15) 


Eg 的 一 个 普 适 开 折 , 其 中 &@= (a, e, ow) CR ERRESA. F 
是 普 适 开 折 的 计算 可 归结 为 确定 补 空间 六 KRN 量 . 

在 后 面 的 玫 9.3 上 列 出 了 一 些 余 维 数 不 超 过 3 GS 范式 的 
普 适 开 折 ， 一 般 的 结果 可 参看 [8] 的 第 三 章 $ 2， 这 里 通过 几 个 例 
子 予以 说 明 . 

[例如 Rye, u=. H (9.13) 

T (g) ={a(a, p) (+u) tbla, p) (2r) +e}. 
MEMS EEan 由 它 在 (0, 0) 处 的 泰勒 展开 式 , 有 
F(z, w=filu)t+file, we, 

BR, AJET). WE Eenum} TQ) Con PH 
补 空间 六 = {0}, 故 codimg 一 dim 六 =0， 从 而 y 的 普 适 开 折 就 是 
PAR, BH e2 十 的 奇异 点 (0, 0) 称 为 极限 点 ,在 该 处 的 静态 
分 贫 图 见 图 9-3， 由 于 9 已 包含 了 对 它 的 一 切 扰动 ， 因 此 对 g 的 
任何 小 扰动 都 不 会 改变 静态 分 从 图 ， 这 表明 极限 点 分 分 是 通 有 
的 .、 图 9-2 上 标明 的 狩 的 稳定 性 ， 是 对 动态 方程 2+g(%, p)=0 
的 平衡 解 而 言 的 (以 后 均 旭 此 )， 


n 


图 92 (ij a<0 Gi) a=0 Gili) a>0, 
图 9-3 
[MA] Kgl, p). 由 (9.13) 知 
P(g) = ala, )+(a?— uw?) + bCa, p)’ a) +e (e)>(-2yu)}. 
对 任何 FEESz,n 出 它 在 (0, OARD ERRE 
fw, = forfet Sala, wla=fo(modT(g))f, 
其 中 是 常数 .因此 Ear TOD, RAER V EL HE 
量 张 成 的 子 空 间 . FÆ codimg=dim V =1, W p =1, 由 (9.15) 得 
到 g 的 一 个 普 适 开 折 
Gla, Wy QE oo, CE 只 (9.16) 
PAR @? — po? 的 静态 分 贫 图 见 图 9-3(ii)， 它 的 奇异 点 (0，0) 称 为 
“ 跨 临 界 点 "或 "简单 分 岔 点 ”在 图 9-3(i) 和 (过 ) 上 分 别 给 出 普 适 
FF G 4e<0 和 o>0 时 的 静态 分 命 图 ， 我们 见 到 , 对 g 的 任意 
小 的 扰动 (a 关中), 都 会 完全 改变 分 贫 的 性 态 ， 

[H3] Ryle, w)—2 tu. BU Hh ey codimg=1,7 (yg) 
Fo. PRES V 是 以 工 为 基 向 景 张 成 的 子 空间 。 取 入 一 了 
便 得 到 89 的 一 个 普 适 开 拆 

Gy, py =g + u ta, eER (9.17) 
MH P+ oe? aH AO, OMAR”. g 及 其 普 适 开 折 6 


a eee 


(i) <0 (ii) a 一 0 (ili) a>0 Gi) a<0 Gi) a=0 (ill) o>0 
图 9-4 图 9.5 


了 F= tmd P(g) Rae Fi FET), 
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PAAR ANB 9-4. 这 时 对 ?的 任意 小 的 扰动 也 会 完全 改变 分 
ERES. 

[H4] B gia, w)—2-p, BUH, WAcodimg=1. 
THE... 中 的 补 空间 六 是 以 3 为 基 向 量 张 成 的 子 空间 ， 取 
P= w, 便 得 到 g 的 一 个 普 适 开 折 

Q(x, u, Q) = —p+an, aERn (9.18) 
函数 t ue RACO, OF AHA”. g 及 其 普 适 开 折 避 的 
静态 分 贫 图 见 图 9-5， 易 见 ， 对 g 的 任意 小 扰动 也 会 完全 改变 分 
42 A HERS. 

[5] doyle, we pue, WWE ecodimg=2, T(g) 
É Cen 中 的 补 空间 六 BHO, 2 中 张 成 的 ， 从 而 9 的 一 个 普 适 开 
折 为 

Gila, m, æ, B)=28-—paet+et Be, (œ, DER? (9.19) 
EAH 工 给 出 普 适 开 折 C ETAR, DORETHE EDE 
A, BK — ne 的 奇异 点 是 “及 形 点 ”、 此 外 , 还 可 求 得 9 前 另 一 
个 普 适 开 折 

Gale, p œ, B)=2'—pat+atBu, (a, B)ER? (9.20) 

3. 赣 适 开 折 的 识别 

我 们 已 经 讨论 过 对 给 定 的 9 计算 其 普 适 开 折 名 的 问题 ,在 
应 用 中 , 往往 还 需要 考 典 判别 普 适 开 折 的 问题 ， 即 : BA g(@, pe) 
GHAR EY GS 范式 有 (x, we) BST, EG, 和 MBG 的 一 
个 太 和 参数 开 拆 (>E 只 RNBAWG ER g 的 普 适 开 折 ， 为 此 ， 
我 们 只 需 利用 g 和 C 的 一 些 导 数 去 得 到 某 个 矩阵 AC, m v) 
G 是 9 的 曾 适 开 折 的 充分 必要 条 件 是 

dot A(0, 0, 0)=0. (9.21) 

由 9.2 对 一 些 重要 的 GS WACK LRR S WH 9.3) AR 

MA, EEP a A VSR EAH PHASER e= £1,5= 41, 
4. SSA ERIE BOK 

H ale u, a) fb g(a, Ceo. W-te BABII, (0, 0) 


74 


9.2 MRM RE 


GB 范式 a ee 
~ egan ee 元 
2 (22+ su?) — Go z 
Iu Gar) 
ems + ĝu | Ga Gag! 
g | iO Gye Pru 
eat aat [os Gae Gan 
| Ga Gpe Cau 
_ 9 O Grn Suze 
O Gue Puu Shee 
SATOR | Gy Gar Gas Qars 
Sig Gor Gau Ge 
Fu fus uwr 
7 emt Sis Ga Gas Gave 
— Ga Gen. Gree 
“| rO 0 O gr Gen Juu 
O Gee Iru Gear Iesu Genus: 
0 0 0 0 Fox 2Feru 
se ERS Ca Gar Gan Casr Cyes Gaus 
Gp G ae Coy Goes Gen G puu 
Gy Sve Gru Oras Grau Grau ee 
0 9 Sen Gees Gown 
0 Gus Sun Iuse Juur 
9 Bas si? Go Gas Gan Garg Gouge 
Gp Gos Gan Geoss Gana 
Gy Gye Gra Grazr Gru 
0 0 gu 0 rrrz 
O Guwo Fan Fuee Gurses 
10 ech sux Ga Gas Gan Garo Caras 
Ge Ges Cpu Goer G arze 
Gy Cre Gru Freese Cy nee 
fo a Ju Quo Gure Suwa 
[2 Gas Garz Garas 
2 iii | (Go Gre Goes Ciian 
‘Gy Gys Gree Green 


Fig H-+ 3. PME BEATH 9 的 一 Datel. A 
EG WBA ERITH g 受 扰 时 可 能 出 现 的 各 种 分 贫 性 态 . 
我 们 要 讨论 开 折 参数 a 对 普 适 开 折 G 的 分 岔 图 的 影响 ， 即 "保持 
性 (persistence)” 问 题 . 

如 果 对 aEFx 的 一 个 邻 域 口 中 的 任何 B, GC, +, a) E 
GO, n DORiii, MTT F(a, m, a) A BANA ER 
定性 性 态 保持 不 变 , 则 称 G Ea 处 的 分 盆 图 是 持久 的 ， 即 分 贫 是 
通 有 {或 稳定 ) 的 、 和 否则， 分 岔 图 是 非 持久 的 ， 即 分 岔 是 退化 (或 不 
稳定 ) 的 . 

研究 表明 , 当 生 仅 当 a 属 于 下 列 点 集 之 一 时 , Ge, p, 把 的 分 
盆 图 是 非 持 久 的 ; 

1. Z- {@ER*| 存 在 (x， 必 ,使 得 在 Cv，% a) SRA G= Ge= 
Gan 一人。 

2. H={acR*| HE, u) KBE, wa) sbi G= G= 
Ge = O}, 

3. D= {gE Rl FE (tn u) (i=l, 2), t# a2, 使 得 在 (wy 
m 0) 处 有 GG 一 Gs 一 0}. 

我 们 把 满足 RA AMD phate A aC, >, ©) A APSR 
(a, u) 分 别称 为 分 支点 、 漠 后 点 和 双 极 限 点 ， 在 图 9-3 和 图 9-4 
上 给 出 分 支点 的 分 盆 图 的 护 动 情况 (注意 : 跨 临 界 点 和 孤立 点 都 满 
足 分 支点 的 条 件 ), 图 9-5 给 出 滞后 点 的 分 岔 图 前 扰动 情况 ， 双 极 
限 点 包含 两 个 极限 点 (部 图 9-6(i)), 它 的 分 命 图 在 受 扰 后 也 会 发 
生 本 质 的 变化 ( 见 图 9-6 (ii) miiy). 

记 集 2= 人 多 U 让 UD, BHI (transition set), CHI 
折 参 数 空间 R 分 成 若干 子 区 域 ， 于 是 ， 我 们 可 以 将 GOC. a) 
的 分 伟 图 按 开 折 参 数 @ 分 为 持久 的 和 非 持久 的 两 大 类 . 当 &E 
EC o OHS ATERA, 并 可 按 之 的 不 同 子 集 作 进 一 
步 的 分 类 。 Magli, GO, a) 的 分 省 图 是 持久 的 ， 并 可 按 
各 子 区 域 作 进 一 步 的 分 类 , 这样, 我 们 可 对 9 受 扰 后 可 能 出 现 的 各 
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aa WEEE 


图 9-6 


种 通 有 或 退化 的 分 贫 作 深入 分 析 ， 
[1] Sg, wep, AT, 9 的 普 适 开 折 
WG (a, m, a) =- peta, CER, ATHER Z, 取 
G=a?—p?+a=0, G,=ar=0, G,=—au=—90, 
由 此 解 得 z=&=0 Aan, Ae FRAA—Ka=0, 相应 的 
Gis, u, OMAR ARO, 0), ABR LEMIRE WE 
们 不 存在 , 中 P= O, P= O, BIA wR ERY—-B={0}, H 
图 9 3， 显 见 Gkz，H，0) 的 分 岔 图 不 是 持久 的 ， 而 当 a0 时， 
G(rz，& 0) 的 分 倪 图 是 转 久 的 . ý 
[AA] 考虑 gtw Bw) 一 如 一 pz 它 的 一 个 普 适 开 折 是 
Gla w, à, 及 ) 一 oa 一 ba 十 xz 
利用 G32? 一 -+238x，Gs= 一 2，Gow= 6z 十 38, 不 难 求 出 
Blo, B) € R’|a=O0}, 
KH ={(a, B) ER a= 6/27}, 
9-9. | 
HER E-~BUH. MHART Bm ME, CHR 
(a BYP HD ROA FER, LBL ZA 和 各 个 于 区 
RAM AS Ra, PARAM WHE, no MDMAA. a 
AFER IIN ATV H, ORARE LY a A. 
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ER BAR) E GRAAN ABHRAS). FE 
RA (RR a~ 8/3) E GHABALARAR. EAE, 
GHARA LARA CREDEA BEM GAD. 

最 后 指出 ， 尽 管 从 原理 上 普 适 开 折 讨 论 的 仍然 是 局 部 分 盆 性 
态 , 但 是 有 时 可 以 通过 局 部 结果 去 获知 一 些 全 局 分 倪 性 态 、 此 外 ， 
应 用 中 经 常 过 到 多 参数 系统 ， 普 适 开 折 提 供 了 有 关 物 理 参 数 空间 
的 结构 和 选择 定性 分 析 所 需 的 组 合 参数 的 重要 信息 . 


§9.4 分 类 问题 

B gle, enw 9: TXVCRXROR, 现在 讨论 如 何 将 众 
LERE g, u) 一 0 的 静态 分 倪 按 定性 性 态 进 行 分 类 的 问题 , 由 
TAA g 的 余 维 数 增加 , 奇异 点 的 退化 程度 增 大 , 在 9 受 扰 后 可 能 
出 现 的 分 岔 情况 越 复杂 ， 因 此 余 维 数 在 静态 分 岔 的 分 类 问题 中 起 


家 9-3 余 维 数 不 大 于 3 的 奇异 点 的 GS 范式 和 普 适 开 折 


FERH 


ent Br et? + Bit 


eia? 4?) ei Te 


BERA 


IMA e(a?) e (8+?) -+a 

WA ert 5yt ert Suto 
AEM FRA A e+ gud etu tarpa 

叉 形 点 oat Oye ene Busta pas ua 
下 次 折 选 点 | emt Bn sm 二 BH 十 i 二 Bz 


et? + but pat Bur Ya 


ex? yui 


四 次 预 立 点 


ewi Sys? et Buia Bat yun 


ELL RUE eat- Curt et But ye 


Ce 


Le te 
A: ROM © AIO TK 十 1 或 ~l; apy 等 是 开 折 参 数 
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落下 要 的 作用 ， 这 里 只 对 余 维 数 不 超 过 3 的 奇异 点 进行 分 类 ， 当 
然 我 们 还 可 对 更 高 宗 维 数 的 静态 分 倪 进 行 分 类 . 

研究 表明 , HO, 0) 是 g 的 奇异 点 , Heodimg<8, W g 必 与 
表 9.3 上 所 烈 的 11 种 GS 范式 中 的 某 个 强 等 价 ， 也 就 是 说 , 余 维 
数 不 大 手 8 的 奇异 点 只 有 LL 种 静态 分 岔 狂 态 ， 它 从 也 是 在 实际 
应 用 中 经 常 和 到 的 静态 分 铭 类 型 ， 相 应 的 分 贫 图 见 图 外 8. BX 
它们 的 普 适 开 折 的 转 迁 集 和 持久 分 岔 图 的 更 多 结果 , 可 参看 [8] 的 
第 四 章 $ 4. | | 

在 静态 分 贫 研 究 中 , 奇异 性 理论 不 但 是 一 种 有 效 的 理论 方法 ， 
而 且 有 助 于 对 数值 计算 和 实验 得 到 的 结果 进行 深入 分 析 ， 因 此 是 
很 重要 的 . 


图 9-8 11 种 奇异 点 的 分 贫 图 
《图 上 所 示 的 稳定 性 是 对 动态 方程 +9, 中 一 0 的 平衡 鲜 而 言 的 》 
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$10 BREAD 
-前面 介绍 了 单 变量 静态 分 岔 的 奇异 性 理论 ， 本 节 通 过 一 些 例 
子 进一步 说 明之 . 
$10.1 弹性 结构 系统 


[1] FPR RE 
先 考 虚 图 10-1 PRM ASR. CPR TE HR 
FAG RA. EEFT, BRERA SFI. eB 
点 处 作用 着 水 平 压力 和 ， 取 角度 @ 为 此 系统 的 状态 变量 ， 设 系统 
处 于 静 平 衡 状态 ， 该 系统 前 势能 为 
V(x, A) =-5+2n(cose—1), (10.1) 
Rpa OE EH HE, BOOED. BOE 
状态 由 下 面 的 方程 决定 
Fls, = 如 vo- 人 sin w=—0. (10.2) 


mego >)~9e(0, +)- te »)=(0, Eeri 
奇异 点 . | 


图 101 图 10-2 
HEBER po ~A—1/2, 方程 (10.2) 变 为 
g(x, we) =e— (Qu+L)sin e=0, (10.8) 
(a, w)= (0, 0) 是 9 的 一 个 奇异 点 , 在 该 处 有 
g0, 0)=g2(0, 0)= geel0, 0) ~ gl0, 0)=0, 
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Jeet, 9 = 二 ganl0, 0) = 一 2. 
BER 9.14 给 出 的 识别 条 件 ， 可 知 gle, 上 与 G8 JEA Ale, pe) = 
一 zw 强 等 价 , 从而, 在 (0，0) 处 方程 9(a，p -~OF AR Ale, a) 
=0 有 相 出 的 分 岔 性 态 。 BGA MMAR. He 


图 兄 图 9-8 的 第 六 行 的 第 一 图 ， 由 于 2 = w+ 吉 ，5(z， 和 -0 在 
(0, 到 ) 处 出 现 超 临 界 又 形 分 贫 ( 见 图 10-2). 


青 考 虑 上 述 系 统 的 一 个 扰动 系统 
(Ha 10-3). 扰动 来 自 两 方面 .一 
方 而 是 结构 重量 的 影响 ， 它 可 宙 作 用 
FEHB TIA 8 表示. 另 一 方 
面 是 弹簧 的 非 对 称 性 ， 它 可 由 当 所 有 
外 力 尼 为 0 时 杆 系 的 平衡 位 置 zo=8 
表示 ; 如 果 弹 先是 对 称 的 ， 则 5=0。 我 们 通过 附加 的 小 参数 s 和 
5 去 描述 扰动 、 这 个 扰动 系统 的 势能 为 

Vv, à, & 8) = (@—8)?/242u(cosa@—1)+esina, (10.4) 
静 平 稀 状 态 由 下 面 的 方程 决定 

G Ce, A, 8, 35) 二 2 一 3 一 2 sin zw 二 sco8z 一 0， (10.5) 


图 10-3 


即 

Gla, u, & 3) 三 2 一 5 一 [34 十 1)Sinz 十 acosZ 一 0，【〔10.6》 
AA Ge, m, 0, 0 一 go p)， 座 以 是 9 的 一 个 2 参数 开 折 . 
我 们 想 知 道 G ETE g 的 一 个 普通 开 折 , 即 9 能 否 包 含 g 的 一 切 
扰动 .由于 g 与 G9 范式 有 = 怠 一 pw 强 等 价 , RAR MER 
9.3 给 出 的 普 适 开 折 识别 条 人 性 去 判定 。 这 里 不 作 详 细 计 算 , 只 从 
另外 的 角度 给 出 一 些 说 明 . 作 变 换 


2 一 28/ 6u, m=é—B a= = (10.7) 


_ E 
y= 3 6 ? 
则 方程 (10.6) 可 写成 泰勒 展开 式 : 
Aly, v, on oy) = vy gD, (10.8) 
81 


如 果 略 去 高 阶 项 ，(10.8) 给 出 由 ep， 纪 = 名 一 到 的 一 个 普 适 开 折 ， 
FCO.) AMAA, CE e vy) MACY, v a, oe) Fa] E 
为 gr, FRG, w, e ô), Aik G Ca, HM, &, 5) 应 当 是 g(a, B) 
的 普 适 开 折 .车 取 组 合 参 数 ao, Wgl, OHARA, 0) 受 
扰 后 可 能 出 现 的 各 种 分 倪 图 以 及 转 迁 集 的 情况 见 图 9-7?.， 我们 还 
可 以 通过 变换 (10.7), 得 知 在 原来 参数 (6 OFA LMR, 

[ 例 3] RAP db 

我 们 继续 研究 $3 PHEA AHA., HJ LS Dy ACL 
例 2), 巴 拿 赫 空 间 2° 中 的 非 线性 方程 ( 见 (6.20)) 

F(u, w)=—ul—psinu=0 
uE, wER (10.9) 

在 奇异 点 (好 we) = (0, 1) 附近 的 分 贫 问 题 可 约 化 为 一 维 分 岔 方程 
〈 见 (6.834) 或 (6.35)) 


g(a, 2)=90, (10.10) 

前 已 指出 ， 我 们 无 法 得 到 方程 (10.10) 的 具体 表达 式 , 因此 不 能 直 
SEN (10.10) EGTA HT. 然而, 我 们 可 以 用 次 异 性 方法 去 进行 
定性 分 析 , 首先 根据 凑 异 性 前 识别 理论 去 研究 奇异 点 (0,1) 的 分 岔 
性 态 。 为 此 ， 要 用 6 给 出 的 公式 由 函数 也 的 导数 去 计算 9 的 一 
些 导 数 ， 注 意 到 这 里 的 函数 Fu, wo) Few a, 即 了 (一 w) 
=— F(u, u), 由 $6 知道 ，g 的 导数 计算 可 以 大 大 简化 ， 在 奇异 
HO, 1) ah 有 下 面 的 结果 : 

1. 9 一 go 一 gcc 一 gx 一 0. 

2. Geeo=<vi, DOF (v, 01, 01)>. 

因为 ALAN (2), BR =a coss, Ikik 考虑 到 


DF (Ex, Éa £2) lonn- tit 


+ sin (tga + taga + tafs) ] ss-ts=0 
= 61883 cos(0) = EÉ 0%, 
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IOAR 


fum 


条 
oot 


A Gree = CCO8 S, OD | costs ds =: = >0. 


3. Jeu < (DF p) tv). 
考虑 到 F, = -sinu (DF) olon = — t= —coss, KE 


Jau = Scoss, — cos s) = -F cos? sds = -3 <0. 


HE 9.1 A, gm m) PERO, 1) 附 近 强 等 价 于 GS 范 
式 有 (zp) = 一 (上 一 I)x。 因 此 约 化 方程 (10.10) 在 (0，1) 处 出 
现 超 临界 叉 形 分 盆 ， 原 方程 (10.9) 也 在 (zw 上 一 (0，T) 处 有 同样 
的 分 岔 性 态 ， 这 个 结论 与 由 精确 解 得 到 的 结果 《〈 见 图 3-9) 一 致 

实际 的 杆 件 往往 有 某 些 缺 陷 , 如 微小 的 原始 弯曲 .材料 的 非 对 
RE, ORS, ENTRANT RMT. RNS 
利用 普 适 开 折 理 论 去 讨论 有 人 缺陷 的 压 杆 的 一 切 可 能 的 屈曲 状 
Ae, 


$10.2 化 学 反应 器 系统 


现在 讨论 8 3 中 的 OSTR 的 静态 分 岔 问题 ， 考 赎 系 统 (3.10) 
的 平衡 态 (y, 9), 它们 满足 静态 方程 
Ay— Dsl1—y ECO) =0, 
ls ania iat 十 BDI(9 一 各) =0, 
HPS RM ANSI. LOU, 从 第 一 式 中 解 出 y, 并 代入 第 
ZA, $ a=0/7, 则 有 
G(a, in œ, B, Dt TF A 
(10.13) 


(10.11) 


其 中 
A(z) =exp[—-Ya/(1+2)}, 
B=A/(BD), 08/7, a=B,/7, 
? AR HEK a> 0, 
首先 指出 ， 对 Y>8/3， 存 在 唯一 的 一 组 数 = (to, Mo, ao, 
Bo, m0), WEE (Zo wo KE g(a, w)—G(a, H, do Bo, to) A- + 
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WR. Hie, RTE v, m, a 及 ”的 下 列 方程 组 
G = Ga Geam Fu = Gan 0 (10.18) 
有 唯一 的 解 zo 一 (ao，HKo，uo，/o，%o)， 使 得 在 该 处 有 Cees >O 和 
Gen>0. 记 d- 1+ BuAte). 容易 求 出 下 列 结果 : 
G- (1+ p)a—n—an/ A, 
G,=a—a/ f, 
Ge= (L+ u) +apy7A’(a)/ 2’, 
Gen= 1+ AaipA'(a)/ A’, 
Gra ap” LA" (2) /A—2ByA(a))?/ A]. 
Hidh, 对 2>> 一 了 Y>, 有 
Aa} =exp[—Y%a/(i+a)]>0, 
A'la) = —VAC@)/(-+@)?<0, 
A" (a) =[7?+27(1+2)]A(a)/(1+2)*>0. 
出 (10.13) 的 第 四 式 , 求 得 


asr. (10.14) 
代入 (10.18) 的 第 五 式 , 并 利用 4 的 表达 式 , 有 
Bu(A+ArA') = —1. (10.15) 
Fh (10.18) pH =, 有 
Bu(QAa®—AA =A", (10.16) 
由 (10.15) 和 (10.16), 得 到 
4 十 z41=0， (10.17) 
Bp 
23 十 ?4 一 工 一 0， (10.18) 


当 -Y>0 时 , (10.18) 有 唯一 解 ro, 满足 m>0. 
把 (10.14) 代 入 (10.13) 的 第 二 式 , 有 


Aya l= — 二 a (10.19) 


将 (10.15) 与 (10.19) 相 除 , 并 令 e= 00, 有 


A(t) tmd (t) * 


(10.20) 
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IRA (10.15), 可 得 


a A (a) +2 A’ (a y 
Bo~ T Alaa) Tim A 0) Ts * (10.29 
o= To [L+ Bo uo A (20)]*. (10.22) 


最 后 , 把 上 面 结果 代 入 (10.18) 的 第 一 式 , 有 
No = (1+ poo) %o—% uo/ (1+ BottoAao)), (10.23) 
这 样 便 得 到 唯一 解 = Cro, Ho Co Bo, %0). 
记 4o+1+ Boto Alro). 容易 计算 在 处 有 


Gunia AAD) 0, (10.21) 
这 是 因为 当 Y>8/3 时 , 可 证 mo Boo M Alro) do MAF OL 此 
Sh, 在 处 还 有 
Ce|。 一 co Bo ith LAA" (a0) — 28s Ho A’ (zo) A" (xzo)] >0. 
o 


(10.25) 


这 里 已 用 到 在 该 处 GeO MARE. A, RRE 9.7 RGR & 
fF, g(s, =G (a, p, Co Bo, NERF A CCo Ho MI Ala, 
be) =a + p 强 等 价 ， 

我 们 把 Gz, m, a, B, MERI, Æo bo) KNER 3- 
BRA, WEWN G Bg M-TH. WEE 9.2 E8 {i 
的 普 适 开 折 识别 条 件 , 具 需 证 明 趾 阵 ( 注 意 型 在 a 处 Gar 等 于 0) 

0 0 0 Goce Garr 

0 0 Gue Gare Guus 
B=|G, Ges Gan Gass Gays (10.26) 

Ge Gss Gan Gare Gane 

Ga Gre Gou Gyas Grue 


在 to 处 的 行列 式 不 等 于 0. 在 如 的 第 5 行 中 , aLa Hits 
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元 素 均 为 0, 故 

0 0 Gae Qeu 

O Guu Gue Gane 

Gae Gas Gare Gano! 

Gee Gan Gree Gane 

FaH EOAR 2 和 +4 行 的 元 素 中 有 
Gun Gree a EPP ve. B, (10. 28) 


det B = dot (10.27) 


#8 (10.27) Ay TE 一 /有 HIASAN, 就 可 使 第 4 行 的 
后 三 个 元 素 变 为 0, 从 而 


O Gree Geen 
wp- enole» Cuan én} (10.29) 

Gan Gazo Gass 
考虑 到 Grem ap [1 Bu 4(z)]A'(z)/ 4 利用 前 面 的 结果 ， 可 知 
Gaele t0. FHER (10.29) 中 的 行列 式 不 为 0. 注意 到 在 处 有 


Gone 一 arlGoj =0, (10.80) 
因此 该 行列 式 等 于 
Gree (Guns Can — Fan Gane) — Groen Fons (10.31) 
容易 计算 a 的 共 他 几 个 导数 
(far 一 一 1 £, 


Gane 32814727 4 

Gune = B0B[1—ABwA(x)}A’(a)/ 4 (10.32) 
BA Ganla <0, Fi (10.24), 有 

(Fine Aau Oan Gane) l= — Bein By A’ (£0) / 4> 0. 
由 (10.35)， 有 ocala 0. PWA, FE zo 处 该 行列 式 大 于 0. 综合 
LER, A dB], +0. 
HF g(a, 10) 在 Cao, H MEAG AC, p) =e +? 强 等 价 ， 它 
们 的 普 适 开 拆 就 有 相应 的 持久 分 多 图 .图 10-4 给 出 在 (zo, uo 
eo, Bo No) 附近 G, pm 8, 1) 的 主要 分 贫 图 类 型 (9 是 对 
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g(a, w)=Gle, w, %, Bo, nm) RHNRBRASEA, G~ 
《Yii) 是 七 种 持久 分 分 图 ， 它 们 描述 了 CSTR 系统 (3.10) 的 平衡 
态 可 能 出 现 的 主 琶 静态 分 伟 性 术 ， 


{i} Gi). (iii) Civ) 
oN . 人 z? 
f SoC wre py Ge 
Be eee 
v) (wi) ~ Wii) (iit) as 所 


10 4 


关于 奇异 性 理论 在 化 学 反应 器 的 分 倪 研 究 中 的 更 多 应 用 ， 可 
SA [55]. 


§ 10.3 反应 -扩散 系统 


我 们 着 重 讨论 8 8 中 的 布 鲁 赛 尔 振子 系统 (3.22) 的 静态 分 贫 
问题 . 设 空 间 是 一 维 的 , 空间 坐标 为 >， 取 平衡 状态 X-X(a),¥ 
=F (2), EARS 

—D,X"— A+ (B-|-1)X— XY =0, 
| —-D.Y"~-BX+X*Y =0 
确定 ， 我 们 考虑 (10.33) 在 区 间 0<x<1 上 的 解 , 并 取 边 界 条 件 
X(0)-X(i)- A, YCO)=Y()=B/A. (10.84) 
显然 , SKE A as BT ae 无关) 的 解 
X=A, Y=B/A, (10.85) 
下 面 取 (10.35) 作 为 基本 解 , 去 研究 空间 非 均 匀 的 静态 分 岔 解 ， 引 
入 新 变量 


(10.33) 


| u=X-A,  v=Y-—B/A, (10.36) 
方程 (10.33) 成 为 


Plu, v, Byme(“\ a Nu v) = 0, (10.37) 
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其 中 
a(")--@ a male (10.88) 


v 0 Dj own ~B -A/\o 


N(u, 0) ~ —(3 tawo y 3 (10.39) 


分 别 为 F 中 的 线性 和 非 线 性 部 分 、 这 里 取 BEADAB, Di, 
D 4 为 常数 .边界 条 件 (10.34) 成 为 
u(0)=u(t)=0, v0)=0(D ~0, (10.40? 
28 fi} Hy 2 fF (10.35) RAW u--0, v= 0. 显然 , 有 
Q= Deu, PO, 0, B). 
BT AUS NS), FERETE 


o(")~0 (10.41) 


在 边界 条 件 (10.40) 下 的 非 平凡 解 ， 即 中 的 零 特 征 值 问题 ， 直接 
计算 得 知 , 当 


D P A? mr? 
Bo Baal + A?+ mat pi p a mEN 
(10.42) 
Ri, (10. 和 4) 有 满足 边界 条 件 (10.40) 的 非 平凡 解 
u i Dox? 
(和 -eamse(_ 1 小 (10.43) 


其 中 x 一 mr/ 6 为 非 堆 常数。 由 此 可 


相应 的 特征 画 数 为 (10.489)， 即 当 B= 

Bo tt, 算 子 名 有 由 (10.43) 张 成 的 非 空 

PERN (L). RICO, 0, By) 是 函数 

Blu, v, DHFR AMEN), K 10-5 

ee 给 出 B 的 变化 曲线 ， 根据 线性 稳定 性 

定理 LAD 156 页 ), 由 于 当 B- Ba 时 号 有 零 特征 值 , 故 基本 
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fi (x, v= (0, 0) (作为 系统 (3.21) 的 平衡 解 ) 处 于 线性 稳定 性 的 
WARA, 即 Bo 曲线 是 基本 解 的 线性 稳定 性 的 临界 曲线 . 4B 
Bit, Cu 0) 一 《0,0) 是 不 稳定 的 . 记 Be= mintBn|mE 民 }， 
它 是 基本 解 拓 稳 的 最 小 召 值 . BERS EB 只 对 应 一 个 正 整 数 
me 的 情形 , 此 时 & 有 单 重 零 特 上 正 值 ，. 《8&) 是 一 维 的 .我 们 讨论 
方程 (10.37) 在 奇异 点 (0，0， 好 .) 处 从 基本 解 产 生 的 静态 分 岔 ， 
记 w=(u, ve)", w= B—B., 方程 (10.37) 成 为 
F(w, w)=0(u, v, 2 +B,)=0, (10.44) 
BR, 0, 0) 是 了 (tw， 凡 ) 的 一 个 奇异 点 我们 将 在 该 处 讨论 静态 
分 盆 、 上 先 在 (0，0) 附近 对 方程 (10.44) 用 了 LS 方法 进行 约 化 、 取 画 
数 空间 
X ={wEOrX0, t)|w(0)=w()=0}, Y=0°00, 1). 
记 &=D,F(O, 0)=2|s-2,, HEMRGE, Lo 的 单 重 零 特征 值 对 
度 的 一 个 特征 函数 是 
tw, ~ sin xen Dont ek): (10.45) 


-i- Dx? ay 


A (So) = {w= ato, ER}. EZAT 和 多 中 定义 内 积 
Kon v= f oE Va EZR) 


并 取 空间 的 正 交 分 解 ; 

K =N WON), Yo FRIDAY. 
BER BREE, A RSA E), Hp So FE So HY HF 
随 算 子 ， 直 接 计 算得 知 


, 0\ /B.-1 —B, 
twm- (o D w - ( A? e. (10.46) 
方程 ww 一 0 的 一 个 解 ( 即 & 的 零 特 征 值 对 应 的 一 个 特征 函数 ) 是 
w= sin wor [ 及 | (10.47) 
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因此 有 A(Q)t=. VM (Qh) = {wawil ERY 按照 有 通常 的 TS 
方法 , 我 们 最 后 得 到 一 维 的 分 岔 方程 (参看 (6. 世 ))》 
9§, 4) =o, Fwi +W Ew, 及) 及)> 一 9 EER 
(10.48) 
当然 , RAN FOE KA W, 从 而 也 不 知道 函数 g 的 具体 表达 式 ， 
但 可 以 利用 五 的 导数 去 计算 9 的 导数 ,再 用 奇异 性 理论 进行 分 岔 
分 析 . 
注意 到 对 一 切 凡 EGR， 妈 =0 始终 是 方程 (10.44) 的 解 ， 由 86 
知道 g 的 导数 计 算 可 以 大 大 简化 ， 现 在 把 在 (0， 0) 处 的 一 些 结果 
列 出 : 


4. gagged, (10.49) 
2. Gg = (wi, DPF (tw, w), 
直接 计算 , 得 到 

DF (Wy, ws) -2(2: tada) 1 ), 


Hp ayo, 由 (10.45) 给 出 ， 此 钴 ,我们 把 (10.43) 的 函数 Bs 当 m 
连续 地 变化 (不 只 取 正 整数 值 ! ) 时 的 极 小 值 B 和 相应 的 7k { 见 图 
10-5) 近 似 地 作为 B, 和 和 Migs BLEZ 
Bow B14 D,A2/Ds4+ BA / D/Da, 
mem m= (l/æ) (A? DiDa)", 
利用 上 述 结果 , 便 可 求 出 
guze A Fi) [sin weda, (10.50) 
3. Jen = LW], (DF) w>, 
直接 计算 , 得 到 


CORTE 3 yet a 
1 0 i 
类 似 上 面 那样 , 可 以 求 出 


2 
Tent -全 gin? xow dt = — ii i (10.51) 
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4. gu =W, DF (w,, w,, w,)— 3D F (w,, to)>，(10.53) 
Hip w= PDF (ws, w), P Æ WY I AMREF. 
下 面 进行 奇异 性 分 析 ， 分 两 种 情形 讨论 : 
1. m LET RH 
FIM (40.49) ~ (10.51), WECO, 0) 处 有 
G=9:=9.=9, 
Jeu <0, 
ge = (8/3) D(A — Do/ Di) / mA. (10.58) 
记 83-sgnge(0, 0). 根据 表 9.1 给 出 的 奇异 竹 识别 条 件 , 我 们 出 
(10.58) Jai, 当 A? Do/D, (Bl 30), g(é, 4) ZE(0, 0) 附 近 强 
等 价 于 GS 范式 h(E, w) =P —we, FHA HH (10.48) 在 
(0, 0) 处 出 现 跨 临界 分 贫 ( 见 图 10-6) ， 原 来 的 静态 方程 (10.44) 
也 应 有 同样 的 分 岔 情况 ， 且 由 IL8 方 法 知道 ， 在 (0，0) 附 近 ， 
《10.44) 的 分 盆 解 可 写成 吉 =& tps 十 0(8) 的 形式 ， 这 表明 分 盆 解 
具有 形 如 sin(xmoorw/) 的 主 部 的 空间 周期 结构 . 


(i) 8=1 (Gi) B=~1 
图 10-6 
可 以 证 明 , FE eA PRM os EK <i h, AE 
(10.44) 只 有 唯一 的 零 解 吉 =0。 因 此 , 在 图 10-6 上 ， 分 贫 解 曲线 
必定 在 jm 处 折返 ， 即 在 心 处 出 现 极限 点 分 岔 ， 在 该 处 出 现 的 新 
的 解 一 般 是 稳定 的 . 
如 果 A? Da/D 这 时 gz 一 0, 我 们 就 需要 计算 9 的 更 高 阶 导 
Mr (10.52), FRI me 为 奇数 时 有 DF (w, w)=0, H 
《10.52) 可 求 得 在 (0，0) 处 
Gee = (90/4) (DAD) / A? >0, (10.54) 
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根据 表 9.1, 这 时 gE, w) FE(O, 0) 附 近 强 等 价 于 GS WRK ALE, a) 
一 总 一 卜 , 从 而 在 (0，0) 处 出 现 超 临 园 叉 形 分 盆 ( 见 图 10-7). 

2. m 是 偶数 

利用 (10.49) ~ (10.51), 得 知 在 (0 0) 处 有 

8 一 gf 一 ggef 一 0 gen<0. (10.55) 

因此 , 还 需要 考虑 gees. H mc 为 偶数 时 ,用 (10.53) 去 计算 Jee 将 
涉及 道 算 子 OO, 这 就 十 分 复杂 ， 在 此 不 作 介绍 ， 要 指出 的 是 ， 对 
FR Di Da 和 4 的 不 同 数值 , gree(0, 0) 有 可 能 取 正 值 . 负 值 或 0. 


(i) 6=1 (i) 3 一 -1 
图 10-7 10-8 


记 6=sgngeeet0, 0) MBH 9.1， 如 果 gel, 00, 
IE 4) FE(O, 0) 附 近 强 等 价 于 G8 范式 ACE, w) =f- ui. TE 
1= 工 对 应 超 临 界 叉 形 分 僵 ，8= 一 上 对 应 亚 临 异 叉 形 分 贫 〈 见 疼 
108). 分 岔 解 间 样 有 形 如 sin(zaszzj2) 的 主 部 . 当 5 一 一 1 时， 
分 盆 解 曲线 同样 出 现 折 返 现象 ， 如 果 gee (0, 0) 一 0， 我 们 还 要 考 
Bo HERRES, 才能 讨论 该 处 的 分 岔 性 态 . 

于 面 研 究 了 > 有 单 重 零 特征 值 ( 即 吾 只 对 应 一 个 正 整 数 
m) 情形 的 静态 分 岔 . Wil, BR D:D. 和 4 的 基 些 数值 下 ， 
可 能 有 二 重 零 特征 值 《 即 B. 对 应 两 个 下 整数 mu A m= mt 
上 ;此 时 -fr(Ro) 是 二 维 的 ， 上 述 分 岔 分 析 结 果 不 再 成 立 ， 在 多 重 
REEERE T, 系统 通常 有 一 定 的 对 称 性 , 我们 可 用 群 论 方法 来 研 
帝 对 称 分 岔 问题 (参看 $ 11). 此外, 多 重 特征 值 畏 形 是 退化 的 , 迁 
当 的 小 扰动 会 使 多 重 特征 值 分 型 成 相近 的 多 个 单 重 特征 值 ， 我 们 
也 可 用 抒 劲 法 去 讨论 挑动 系统 的 分 盆 . 研究 结果 表明 , 4D 有 二 
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重 零 特征 值 时 ,挑动 系统 不 仅 有 形 如 sin (ma aL) All sin (maaz/D 
药 主 部 的 一 级 分 岔 解 ， 而 且 在 一 定 条 件 下 还 有 有形 如 
é, sin (m mg/l) 十 casin (mz rw/ 中 的 主 部 的 二 级 分 分解 ， 妈 扰动 系 
统 可 能 出 现 单 模 态 和 双 模 态 的 复杂 空间 结构 

布鲁塞尔 振子 系统 是 一 类 典型 的 二 阶 反应 -扩散 系统 ， 其 空 
间 结 构 是 通过 扩散 稳定 性 与 化 学 不 稳定 性 之 闻 的 竞争 而 形成 
的 ， 如 果 护 散 过 程 由 凯 轧 ~ 希 里 亚 特 广 义 扩散 定律 ( 见 (3.20)) 支 
配 , 扩散 过 程 可 能 是 稳定 或 不 稳定 的 ， 由 此 建立 的 四 阶 反 应 -扩散 
系统 中 , 可 能 存在 扩散 稳定 性 与 化 学 不 稳定 性 之 间 的 竞争 , 也 可 能 
存在 扩散 不 稳定 性 与 化 学 稳定 性 之 间 的 竞争 .因此 , 凯 愿 - 希 里 亚 
特 广 义 扩散 机 理 进 一 步 扩展 了 耗 散 结构 理论 的 研究 与 应 用 范围 。 
研究 表明 "5 ， 四 阶 反应 -扩散 系统 有 着 比 二 阶 反 应 -扩散 系统 
更 丰富 的 分 岔 现象 和 更 复杂 的 空间 结构 、 特 别 地 ， 即 使 单个 四 阶 
反应 -扩散 方程 给 出 的 系统 ， 也 有 多 种 形式 的 二 次 分 贫 ， 即 在 单 组 
分 的 情形 下 亦 会 出 现 各 种 多 模 态 的 空间 结构 ， 


Sl 有 对 称 性 的 静 杰 分 全 


许多 自然 现象 具有 不 同 对 称 性 , 它们 会 反映 到 数学 模型 上 来 . 
此 外 ,在 处 理 数 学 模型 过 程 中 ， 有 时 也 会 遇 到 意 想 不 到 的 对 称 性 , 
分 岔 人 性 态 不 仅 与 参数 改变 有 关 ， 丽 且 受 到 系统 本 身 的 对 称 性 影 
H. 因此 有 对 称 性 与 无 对 称 人 性 的 系统 的 (静态 或 动态 ) 分 岔 有 重要 
的 差别 .虽然 在 具体 系统 的 分 岔 研 究 中 , 我 们 可 以 不 考虑 对 称 性 而 
一 般 地 讨论 分 岔 狂 态 ， 但 这 祥 做 就 无 法 区 分 到 底 哪 些 性 质 与 系统 
的 对 称 性 无 关 , 哪些 性 质 是 由 对 称 性 引起 的 , 也 就 无 从 利用 对 称 性 
去 统一 处 理 和 篇 化 分 贫 分 析 ， 有 对 称 性 的 分 岔 理论 包含 丰富 的 内 
N, 涉及 多 方面 的 数学 方法 ， 本 节 先 引进 对 称 性 的 一 些 概念 , 然后 
介绍 有 对 称 性 的 静态 分 岔 问题 的 等 变 奇 异性 理论 ， 最 后 讨论 对 二 
te we RR 
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$11.1 对 丈 性 概念 

对 称 和 性 是 指 系统 在 某 些 变换 作用 下 保持 其 结构 的 性 质 ， 这 些 
变换 的 集合 往往 徇 成 一 个 群 ， 因 此 ， 群 论 方法 是 处 理 对 称 性 问题 
的 主要 工具 . 这 里 主要 用 到 作用 在 R 上 的 紧 李 群 . 

W GL) A 民 * 上 的 全 体 可 逆 线 性 变换 组 成 的 群 ， 即 全 体 非 
AR YW nxn RBA PRR, GLa 中 的 有 界 A T 
群 称 为 紧 李 群 ， 下面 举 出 几 个 常见 的 例子 . 

[例如 n RIE RH O(n) ={ACGE(n)|AAT=F}, 

[P2] ” 维 旋 转 群 (特殊 正 交 群 ) 是 正 交 群 的 子 群 ， 它 由 
SO(n) ={ACOm) |detA=1} 4h, 4n-2m, SOQ) 由 平面 
旋转 矩阵 

cos 日 ~sing 
a tee cos a aM 


组 成 ， 因 此 ， 通 过 对 应 关系 Roo, SO) SAFAI S. aa 
{1 0 
¥=( 4 JABR 则 0 的 可 出 SO(2) 和 % 生成 


[03] R? EAS m 阶 循环 群 Zn = {Rein | k=, 1, =., m— 
1}, EHO] RSOD MARTH. HH, Zo-{T, #}, KH 
中 工 为 恒 等 变 换 . 

[4] R" 上 的 an 阶 两 面体 群 Da EH Zn AH oe 生成 
Ki(m>3), ECHROQHMARTH. Da CIM LRA En 边 形 
的 对 称 性 . 

[py 5} n 维 环 而 群 T= Sx +x S' inp), BOE T" 等 
同 于 GL (Gn) Hee 


Be, 0 ose 0 4 
es Ey «ue 0 

a (11.2) 
F O « Ra 
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设 荆 是 一 个 紧 李 铬 ,* 是 一 个 有 限 维 向 量 空间 ,G(XY) 是 浪 
上 的 作 体 可 逆 线 性 变 摘 组 成 的 群 。 邵 果 存 在 映射 p: TGL), 
Ympy, 且 保 持 炎 的 乘法 规律 不 变 , 即 有 . 

Pnn(?)=PnPrlv), Wry ET, vyEY (11.3) 
则 称 p 是 紧 李 群 工 到 空间 池上 的 一 个 线性 表示 1, YY KARTE 
E. der VETIA T MY H-MER. 为 方便 起 见 , 下 面 经 常 
将 or(2) 简 记 为 2. 

[i] RAR. Bye Ree Bi GL) fy 
阵子 群 ， 所 以 我 们 可 Ll OB ah Al A py 《ww)=7:w (其 中 YETD， 
PER) HEY IMR WHAM, 此外, 还 可 以 通过 p,(@) =a 
给 出 荆 对 R" 的 舅 一 种 作用 (平凡 作用 )， 

{Ha} RCR. METER L 我们 可 以 通过 

Oz = ez, vee S, sEC 
去 定义 图 周 群 S E SO (2) ) 对 5 的 作用 ， 特 别 地 ， 当 k= 0 时 ， 
它 对 应 平凡 作用 ; 当天 = 工时 , 它 对 应 转角 为 8 的 平面 旋转 . 

[A3] RY~C=R*. 3 维 正 交 群 0(2) 对 C 的 一 种 作用 

可 由 俩 2 中 S* 对 各 的 作用 与 翻转 
2 一 2 ， WzES 
共同 绘 出, 

在 实际 问题 中 ， 如 果 是 具有 某 种 对 称 竹 的 物理 系统 的 状态 
空间 ， 那 么 就 可 以 引进 相应 的 群 航 作 用 。， 锁 如 均匀 将 杆 的 平面 怀 
曲 冶 题 中 ， 丁 御 可 能 向 上 或 向 下 变形 ， 故 可 引进 群 Ze 的 作用 ， 即 
RRRA Z: 对 称 性 ， 但 是 如 果 直 杆 可 在 三 维 空间 中 届 曲 ， 则 有 
O( 人 对称 性 ， 又 如 矩形 平板 的 届 则 可 引进 ZDZ 对 称 性 ， 正 方 
形 平 板 的 届 曲 可 引进 Da 对称 性 ; 而 正三 角形 平板 的 届 曲 有 Da 对 

YAW 是 两 个 向 量 空间 , 紧 李 群 .六 同时 作用 在 六 和 浆 
上 .如 果 存 在 一 个 (线性 ; 同 构 A YOO, 使 得 

1 DR PRATR GE( PASS, 
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AYD- (An), vyET, vEY (11.4) 
Wt CK ae 的 作用 是 同 构 的 , RRS YH Aw ET A 
H. 

设 紧 李 群 工作 用 在 向 景 空 间 尖 上 ， 如 果子 空间 光 己 光 游 
是 ywEY，YyET，wEW， 则 称 Y 是 太 不 变 的 如果 在 六 
中 ， 荆 不 变 子 空间 只 有 1{0} 和 人， 则 称 卫 对 光 的 作用 是 不 可 约 
的 .如 果 入 上 的 线性 变换 中 , RA ol TL Af SEM, gcE 民 ) 可 与 
任何 YE 工交 换 , MRIS ERRATA, ARa 
约 的 作用 必 是 不 可 纳 的 ， 但 反之 不 一 定 成 立 ， 例 如 ，O (2) 和 
0O(2) 对 RR? 的 作用 都 是 不 可 约 的 ; O (2) 对 R? 的 作用 是 绝对 不 可 约 
的 ， 但 SOQ) 对 Re 的 作用 不 是 绝对 不 可 约 的 ， 因 为 形 妇 
( (其中 .5ER) 的 乱 阵 也 可 与 SO 他 交换 

WEE Si] WY ETKEN, HTHS 的 作用 是 不 可 
AW, 则 称 BERNA, Wik, 车 了 是 作用 在 上 的 
RE, WEEK WORTH ERM, …, Yi 使 得 六 一 
VD- OW. 

BT REPERE EWRER, WRAY OR 满足 
Fy =f), YYET, vEY, 网 称 了 为 五 PERS. WRES 
9: VOY BE glyo) =yg lo), VIEL, 9EY, Wg HLT SE 
Ra RAK 可 与 工 交换". SRY 上 的 微分 方程 给 出 的 系统 

du/dt= F(u), ucy (11.5) 
WR Re FOET 等 变 的 ， 则 称 (1.5) 有 对 称 群 本 .此 时 若 
u ELSK, URL, ye hed. aime, KE 
为 


£00) Yd oy pw) = Pyw). 
在 进行 局 部 分 盆 分 析 时 ， 我 们 只 需 考虑 在 原点 前 邻 域内 的 全 
( 见 89.)， 取 六 一 R", 类似 前 面 那样 可 建立 ROR 的 D PEF 
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ERM RR HL 等 变 芽 映射 的 概念 ， 并 将 它们 组 成 的 集合 分 
PEE ETME). ih WRR WSR RB SW 
En 下面 的 结果 表明 ，E。(T) 和 GE 人 (的 元 素 均 可 通过 某 些 甚 他 
TRKI. 

ARTEL 2K CHL. A. Schwarz) 8, EKARA FRESE 
TH Sh BM lE), +, Ul (这 里 WER"), EBRA EER 
可 以 表示 成 

f(a) =h(us (ae), s+, uC), (11.63 
HAREE. Beli, HEART T SES MARA gular), --, 
gL) (这 里 ER"), 使 得 每 个 gE Bn( 六 ) 都 可 以 表示 成 
g(a) =figit "二 fryrs (11.7) 
其 中 fo ory frE SMD). 

[H1] B ZI HERBER E, WEA.) 可 表示 成 
Fi) =h) Hep u= ( Hip ER), AEP GCF Z)TRRR 
g(a) —plue, Hp peed. 

[02] & SHAR CSERE WX ee AS eC, 
4 Oz=0%%, FRFCEAS) MRR fle)—A(u), Ht ww 一 zz， 
ED: gCEU(S) WERA gE) —pwetetuic, Hp, gE 
i. 

[ 例 3] ROD 作用 在 CE 上 , 则 fEEs(O(2)) 可 表示 成 
fe =h(u), Hepu~ez, ACG: gE Go(O(2)) 可 表示 成 g(%) = 
pluz, EP pee. 

(41 BRD. REC E, W SEED.) WERKS) = 
h(a, v), Hepu-ez, v= e+2", hESs EED.) 可 表示 成 
g(e)=p(u, vetg(u, vz", HH pees, 


§11.2 等 变 奇 异性 理论 
等 变 奇异 性 理论 是 研究 有 对 称 性 的 静态 分 岔 的 有 效 方法 ， 设 
工 是 紧 李 群 。 考 虚 巴 拿 青 空间 Z 《包括 有 限 维 的 欧 氏 空间 ) 中 有 
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WHI HBA ie 

F(u, p)=0, “EX, pER” (11.8) 
REF Er 等 变 的 , 即 满足 FiYu, ply Pu mw), YYET. 不 
类 一 般 性 , i P0, 0) =0、 如 果 (0, ORF H-TARA, Hid 
JHF DFO, 站 一 8, 则 名 有 零 特 征 值 , 即 一 般 地 有 n = dim. (8) 
21, MUERA”, 对 于 有 对 称 性 的 分 岔 问题 (11.8)，& 通常 有 多 重 
零 特征 值 , 即 n>a, 

利用 LS 约 化 方法 , 可 将 (11.8) 化 为 较 低 维 数 的 分 岔 方程 

g(a, p)=90, TER’, WER™ (11.9) 
可 以 证 明 ( 见 [8] 的 第 七 章 $8), 经 过 L9 约 化 后 , 得 到 的 分 倪 方 程 
的 对 称 性 保持 不 变 , BD 9 也 是 T 等 变 的 ， 

Gye, B= Vy a, B), yyer (11.10) 

HA g0, 0) =0; 此 外 , (0, 0) 也 是 9 的 寄 异 点 .注意 到 在 无 对 称 
性 的 情形 中 , 8 通常 有 单 重 零 特征 值 , 此 时 (1 革 .9) 是 单 变 量 分 贫 方 
程 , 而 在 有 对 称 性 的 情形 ,通常 有 多 重 零 特征 值 ，( 基 .9) 就 是 多 
变量 分 岔 方程 。 下 面 讨论 有 限 维 对 称 分 贫 问 题 4Lt.9) 的 等 变 奇 界 
性 理论 , 特别 是 识别 和 普 适 开 折 问 题 . 

设 紧 李 群 工作 用 在 R* 上 上 ， 记 含 单 参 数 凡 ER KARRE 
RD REF RRRAW CL), HEA RXR BR ADS 
EBB Hey Eaa). 

Bg ACE, .(1), LEO, 0) 的 邻 域内 有 : 

g(@, w)=S@, wipe, p), MUw)), = (11.11) 

其 中 gEB6on(T), MEE, S 是 满足 
Svar, pY =y (æ, p) yyer (11.19) 
H nxn HEEE, EE pO, 0)=0, M(0)=0, W0) 
>0, H. S (0, 0), Dap (0, DELAY, 其 中 LT E GLa 
与 工 ARRERA AAEM A, 则 称 g AE Rk E 
PS, Egyh. WMRELIL) E Mw) =e, WEK g MA 
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是 强 ore, gdh. BR, Sothit, Hoyh. 

对 于 gE BontT)， 定 义 g KE 等 变 限制 切 空间 RT, T) 

mr SEAS Tig, TTF: 
RI (g, F)={S9+ (Deg ho|S WE (1.13), 
PEFx CL), p0, 0) =O}, 
Tig, F)= {89+ Dig)p+Myg, | SHB (11.12), 
pESrn(L), MEE,}. 
BR RT, DAT, TRE Eea TTEN. 

类 似 无 对 称 分 岔 问题 + 那样 , 对 工 SAH KAS AL, 可 以 
证 明 (和 参看 [9] 的 第 十 四 章 $1): RGEC), FREE 
PO, DCE, AL), 使 得 对 任何 PE 多 lg, T), BRAERT +p, 

J=RT (g, T) 则 对 任何 PE 名 lg, T), g+p oT Sth. T 
EJ 的 识别 问题 就 归结 为 子 空间 Co, 荆 ) 的 计算 ,特别 地 , RN 
可 以 得 到 各 种 芽 等 变 G9 范式 的 识别 条 件 ， 这 里 就 二 =ZZs 作 用 
在 民 上 的 情形 举例 说 明之 ， 

[A1] Bayle, w)=clu, we Eeu Z), 其 中 ER, we 
R, v= Za={1, —1}. g 5 h= (etma GIE s, d= +41) 
Z 等 价 的 充 要 条 件 是 在 (0, 0) 处 有 


= Or /Oy= oe = Oty /By* 1 = 0 
和 和 sgn (G7)= a, egn($")~ ô. 


LWA] Bgl, w) BL, Wg 与 %= (outdu*)a 强 名 :等 价 
OXE e, d= +I) MRA TELE CO, 0) 处 有 


Br _ Ov tp 
A ee Pp T 
和 sgn( E )=s, sen( Zr r) 6, 


接着 考虑 7 等 价 的 对 称 分 多 问题 的 对 应 解 之 间 稳 定性 的 关 
十 参 硒 9.2。 此 时 可 认为 卫 是 平凡 的 紧 地 尾 4 BR Uk RRR. 
99 


A. FW, 41 DME ADAH ct+o(@, u)=0 的 平 
SM, HRB SEL 等 价 下 通常 保持 不 变 . UT A 
可 约 地 作用 在 R" E, g ACL), BAT SXRD, 
Clo po) Fig 的 一 个 翟 点 ，( 及 M0) = (plate, oo), M(po0)) EA 
的 对 应 零点 .于 是 Deyo po) 和 DA Xo, Ma) WIXI MEME AK 
实 部 同 号 , 从 而 (we，kro) (Ko, Mo) 有 相同 的 线性 稳定 性 . 
对 gEB, (IT), WBA Gla, u, a) E amal), ttp ag 
R*, 使 得 .Go p, O)=g9(a, »), WEG N u i—i k-BR H 
折 ,% 是 开 折 参数 . 设 GCw, p, MA, u, AANA GH AM 
-参数 荆 开 折 (wER*, BCR), MEFE AB) ES, HEREC, 
H, B)= (0, 0, 0) 的 某 邻 域内 有 
H(a, m, B)=8(%, p, B), m B), MU, B), ACB)), 
(11.13) 
HH S AME 
S(ya, m, B)Y=yS (a, m, B) v7ET 
By nx n ARERR, pE Eene), HAS (a, m, 0)= I, plx, 
p, O =æ, Mu, 0)—p, A(0)-0, WA H GRE”, 
设 人 是 9 的 一 个 也 开 折 ， 如 果 9 MEM FIAR eR 
理 ， 则 好 是 9 的 一 个 普 用 工 开 折 ， 具 有 最 少 开 折 参数 的 普 用工 
开 折 称 为 普 适 研 开 折 , 其 开 折 参 数 个 数 称 为 g WI RBS ie 
codim ng. 可 以 证 明 ( 参 看 [9] 的 第 十 五 章 83), g 的 荆 余 维 数 等 
Fr 等 变 切 空间 Tg, TJE enll) 中 的 余 维 数 b HWE 
Tg, DE Že (Tp I, Hp Beal T) =T, rW, 取 
W BERR, we), +, pala, w)}, 则 


Ge, u, a)—g (a, w) +3 oy pj(@, w) (11.14) 


是 9 的 一 个 普 适 荆 开 折 .我 们 可 以 用 (11.14) KKB HF 
折 。 普 适 开 拆 在 退化 分 岔 研究 中 有 有 重要 作用 . 
KILLA HT Z 作用 在 民 LO, Z 余 维 数 不 超过 工 的 
Luo 


Z: “E78 GS A(z, w) ME ZH, HbA: RX ROR 以 
(0, DAAR u=0, BME ToT SG STM et 8 B. 
11.1 Z 余 锥 数 不 大 于 T 的 Za SE GS 范式 和 普 适 Za AH 


GS 范式 HE Zs 开 折 余 维 数 兽 适 开 折 
a — px (u~ ua 2 8 — um + art aa? 

6 — 二 ; gim ug -Ha -H agt 
a8 — ua (us? — eta) & 4 Fanta 


5 swat (aH aoe + 
agg) + (agt agt?) 4 


为 了 比较 起 见 ， 在 表 11.1 EEA REH KE (M r=1= 
GH 时 这 些 GS 范式 的 余 维 数 和 普 适 开 折 ， 可 以 见 到 ， 在 有 对 称 
性 时 , 余 维 数 大 大 减少 了 ， 这 是 对 称 性 限制 了 扰动 的 形式 的 绿 帮 ， 
特别 地 , 在 无 对 称 性 情形 中 , 函数 史 一 pz 在 (0, 0) 处 的 又 形 分 岔 的 
余 维 数 为 3, 因此 分 岔 是 退化 的 ， 其 分 岔 图 会 受到 扰动 而 改变 ， 然 
而 , 在 有 Zo 对 称 人 性 情形 中 , 2° ae 的 Ga 余 维 数 为 0, 因此 对 称 分 
REBAR, He EA A 2 对称 性 的 扰动 而 改变 ， 即 其 普 
iG 如 开 折 就 是 它 本 身 . 
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图 11-1 


E-G), GD aiia aA AEE Ga Rf- et 
aula (lu— ptas Hlutu -as 在 (0, O 附近 的 分 岔 图 随 开 折 
参数 wx 变化 的 情况 。 出 于 分 岔 问题 有 ZRH, RAM > 

to] 


Ò 的 分 贫 图 , 对 z<0 亦 有 类 似 的 结果 、 
$11.3 xt 4k k ik 


设 紧 李 群 工作 用 在 R" 上 、 考 虑 在 R" 上 的 (了 等 变 ) MS 
对 称 分 岔 问题 
g(a, p)=0, ER", pER (11.15) 
Hpges,.(D), MgB g(a, p)=yglæ, p), VIET. 不 
kit, EM We eg O, w)=0, HO, 0) 是 g 的 一 个 奇异 
点 , BE Dog (0, O) AEN. Za ER, EAT OF 
得 解 的 对 称 性 程度 减少 .为 了 描述 (11.165) 的 解 的 对 称 性 程度 , 我 
们 要 引进 迷 向 子 群 (isotropy subgroup) 的 概念 。 
对 VER", 集合 
Tw={7Y%|7ET} (11.16) 
BHO MRR, E w E (11.15) AM, bg 是 并 等 变 的 ， 
MEEDE Do FRE A yo te Æ (11.15) 的 解 ， 对 给 定 的 ? 
和 了 ,要 区 分 丙种 情况: 如 果 7 人世 w, 我 们 就 得 到 与 区 不 辣 的 解 ; 如 
果 7w=w, 我 们 得 到 的 其 实 是 同一 个 解 ， 这 时 称 7 是 解 x 的 一 种 
对 称 ， 在 考虑 (11.15) 的 解 时 , 显然 只 需 计 及 那些 不 是 由 对 称 性 联 
系 着 的 解 . 
Weer, 集合 
了 = {yE r| Yæ =x} (11.17) 
称 为 w PREF BE. a Ree ae T WAF @ 的 对 称 性 程度 . 
oe LIS A, 如 果 Ze WK, We PR Te 越 小 , 即 
在 Tw 中 包 合 的 不 问 的 解 的 数目 越 少 .例如 , OL a = 0, 显然 
有 26 二 荆 , 群 轨道 上 只 会 一 个 点 完 一 0。 畦 别 地 , 如 果 工 是 ~: 个 有 限 
FE, 则 由 解 必得 到 的 所 有 不 局 的 解 的 数 且 等 于 | 蔗 |/13。i, 其 中 |*| 


为 群 的 阶 ( 即 所 含 元 素 的 个 数 ). 
RREH, 对 于 在 和 的 群 轨道 上 的 点 Yw 的 迷 疝 子 群 , 有 
ye VEY, YYELD (41.18) 
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# DET OLR, YET, Mi YT I= L707 AoE Soy TH 
AHEM FH, 1118) ER, 在 同一 条 群 轨道 上 各 点 的 迷 向 子 群 是 共 
SN, I PRR TR S ARE Ley Fyre 
I}. LL) HAAR BA, 并 在 其 中 规定 顺序 
关系 ， 对 3C4 记 为 [ 引 <[L4]， 则 称 LL) 为 迷 向 格 (isotropy 
lattice), LUSTER SAM, 经 常 略 去 [ ] . 

[ 例 】 PTR Da (m>3) fe dE CL, 它 可 由 变换 x2== 
= Allee 生成 。 考 虑 到 在 过 原点 的 直线 上 各 点 ( 除 原点 外 ) 
有 相同 的 迷 向 子 群 ， 旦 在 同一 群 轨道 上 各 点 的 迷 向 子 群 必 于 同一 
AIEI, 因此 当 ot OM, 我 们 可 以 只 考虑 单位 加 上 的 点 一 ee, H 
WIELO, m/m]. RRA, 它们 对 应 的 迷 向 子 群 为 ， 当 48=0 时 
E= Zex); 4 0<0-<ar/m ty Db SO/m 时 , Do= Zla). 
此 外 ,s 一 0 的 迷 向 子 群 是 D= Da 最 后 注意 到 ， 当 m 为 奇数 时 ， 
4 m=Bk+1, WUE Cem lek", Be lw Ae HER, WT Z2(%) = 
名 2(Zx); 但 当 m HRM ARR, HETA Da 作用 在 CC 上 时 的 
迷 向 格 如 下 ; 《第 头 表示 迷 疝 子 群 增 大 的 版 序 关系 ) 


Du 
Des 
Zan) Za) Zw) 
t KA 
(om HEM) (m DAR 
对 子 群 3C 卫 ,定义 


Fix(3)-{@€R"|oa—a@, YEZ} (11.19) 
为 的 不 动 点 子 空间 ， 最 然 ，Fix()==R"。 当 荆 不 可 约 且 不 是 
int, Fiz[Z)= {0}。 又 如 当 荆 = 如 ,作用 在 C LH, 它 的 各 种 
迷 向 子 群 所 对 应 的 不 动 点 子 空间 为 : Fix(])—C, Fix(D,,) = {0}, 
Fix(Zo《x)) 为 实 轴 ，Fix(Zs(wx)) 为 0 一 zw/m 的 直线 ( 当 m HA 
ant), 
Eg ROR BL FERI, CROW LH, MA g(Fix(2)) 
CFix(~), M Fix( 2) g HAEF SH, RAMEY 


AR 


Y Wix(2) = Tix yy), yyer 
ARRA RRES A TE B AA A E e. 

设 2 年 人 是 一 个 真 迷 向 子 群 , 且 不 存在 工 的 迷 向 子 群 4 使 得 

eds, WE ZAT RARE TE. 下面 的 定理 可 用 来 判 
断 最 大 迷 向 子 群 的 存在 性 2 

EBL HS LRA UTR, H Fix )={0}, WAH 
荆 的 最 大 迷 向 子 群 的 充 要 条 件 是 ， 

1. dim Fix(2)>0, 

2.00 的 每 个 闭 子 群 4IS2, A dim Fix(4) 一 0. 
特别 地 , 如 果 dim Fix(2)=1, WF WRATH, 

现在 周到 对 称 分 岔 问题 (1iL.I5). 到 平 玉 解 史 =0 作 为 基本 
解 ， 它 有 迷 疝 子 群 =r. mR ee (11.15) 的 一 个 非 平凡 解 
(a(t), w(t)), $78 (a0), w(0)) = (0, 0), BY |t| 40 足够 小 时 ， 
w(t) +0, 其 迷 向 子 群 了 一 Deor. RSME (AE TE 
变 小 , 对 称 性 程度 减少 .我 们 称 平凡 解 z= 在 j=0 处 出 现 自发 
对 称 性 破 缺 . 显然 , 对 称 性 破 缺 ( 即 0) 的 分 贫 解 w(#) EFix(>), 

项 态 分 岔 的 对 称 人 性 破 缺 的 基本 问题 是 : UTTAR TH 
DFT, WHA AMAL.15) A 了 为 迷 向 子 群 的 分 岔 解 (w， 
p): 即 411.15) 在 Fix(2)x 民 上 的 限制 方程 

g(a, w)=0 we Fix(s), wER (11.20) 
的 非 平凡 解 存 在 性 问题 ， 下面 给 出 一 个 重要 的 结果 . 

ERER T 绝对 不 可 约 地 作用 在 R" E, RRN EL 
se sy, g(0, w)=0, ,det (Deg (0, 0))=0. Hg(a, w)= 
Vga, u) BE Dag CO, we Y=7D gO, p). BAL eM Ray 
约 作用 , 可 知 Dig (0, 由 一 cu) Ep c(u) BRM, HA e0) 
=0. Re'(0)40 (这 个 条 件 显然 是 通 有 的 )。 我 们 有 下 述 结果 : 

定理 入 SEHR” ALMERT, HACr EAA 
FH, H 

dim Fix(#)=1, (11.41) 
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WAR g(x, me) = OF ME TENS RK G), w(t) GK BF} <e), 
使 得 zx(0) ~0, (0) = 0, H 1+0 的 解 w(t) HO, 其 迷 向 子 群 为 卫 . 

等 变 分 支 引 理 表明 , 对 于 工 的 有 一 维 不 动 点 子 空间 的 迷 向 子 
群 3, 卫 对 称 分 岔 问题 (11.15) 在 Fis(3) 中 通常 有 唯一 的 分 岔 解 
支 ， 由 定理 1 可知 , 条 作 (11.31) 意味 着 SEARRE. 
此 外 , REER CFx), BARRELS w(t) IB 
ROE LER), Hep sew ee w(t) A w(0)—0, 

”我们 还 可 去 掉 卫 的 绝对 不 可 约 作 用 的 条 件 ， 得 到 更 为 一 般 的 

R, 

定理 8 WRERT EHER 上 ,并 设 

1. Fix(7) = {0}, 

2, ICI 是 迷 向 子 群 , 日 满 足 (11.21)， 

3. gIR*XROR* BI 等 变 的 , g(0, w)=0, det( Dg (0, 0)) 
一 0, HIER HY vE Fix(2) A D.(y,.(0, 0) 0, 

WAR g(a, w)—0 有 唯一 的 光滑 解 支 (too wD) GR BLE < 
5), 使 得 (0) = 0; Bt O 的 解 的 迷 向 子 群 为 3. 

对 称 性 玻 缺 提供 了 解决 对 称 分 贫 问 题 的 基本 思路 ， 厂 对称 分 
分 问题 的 分 倪 解 一 般 有 不 同 的 对 称 性 ， 它们 的 迷 向 子 群 3 经常 比 
TEZ, BM Fix(3) 的 维 数 往往 较 低 ， 我 们 根据 了 WTR 
E 去 寻求 迷 向 子 群 为 了 的 分 盆 解 , 即 求解 维 数 较 低 的 限制 方程 
(11.20), 显然 可 以 大 大 简化 对 称 分 岔 问题 的 处 理 ， 定 理 2 和 3 起 
着 重要 的 作用 ， 这 时 2 是 有 一 维 不 动 点 子 空间 的 最 大 迷 向 子 群 ， 
一 维 方 程 (114 .20) 有 唯一 解 支 。 因 此 我 们 可 从 工 的 最 大 迷 向 子 群 
出 发 ， 并 根据 迷 向 格 顺 序 进行 下 去 ， 就 能 相继 找到 有 不 同 的 对 称 
性 的 分 贫 解 ， 在 讨论 各 种 对 称 分 盆 问 题 时 , 特别 是 退化 情形 中 , 等 
变 奇 异 狂 理论 是 十 分 有 用 的 ， 总 的 来 说 ， 对 称 性 虽然 在 某 些 方面 
使 分 岔 研究 复杂 化 (例如 出 现 多 重 特征 值 等 )， 但 是 在 另 一 些 方面 
类 可 使 分 盆 研 究 得 到 简化 《例如 降低 退化 分 盆 的 余 维 数 、 对 称 性 
BEA), 并 提供 了 一 些 有 效 的 理论 工具 (例如 不 变量 理论 、 等 变 咨 
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Gi -4 Gi)a>0 
2 Piz} yee Se qo? 
~ | ra 
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SSS É P a ae C eng 
Gija <o, NO (iv)a<0, A>0 
图 11-2 图 11-3 


FEB, SEARS), ANRC, 群 论 是 重要 的 
理论 基础 . 

作为 例子 , 我 们 考虑 Ds 作用 在 CC 上 的 情形 . 由 第 OF 页 知道 ， 

D: 等 变 分 分 问题 的 一 般 形式 是 

gC, w)=plu, v, wetg(u, v, w)z7=0, (11.22) 
其 中 u=gz, v=2? +23, p ges, pO, 0, 0)-0, WER. SEN 
异性 理论 给 出 各 种 Ds RGSS 范式, 其 中 最 简单 的 有 : 

1. 4 p(0, 0, 0) =0, ps{0, 0, 0)¥0, g(0, 0, O) HOA, g 
Sih (e, w) = eue+82? 是 Ds Hr ih, Hip e~sgnp, (0, 0, 0), 
5=sgng(0, 0, 0), Ho 的 Ds 余 维 数 为 0， 这 是 惟一 的 非 退 化 Da 
等 变 分 岔 问题 . 

2, 24 pd, 0, 0)=¢(0, 0, 0) =0 kF, 取 

plu, v, fh) = Aut But apti 
glu, v, 2) = 0u t+ Dut 8p- š 
RHRERRHE: a, A, a0 一 84 和 4D-- B80 着 不 等 于 0， 则 gy 与 
ks 16) = (eut õu) t (ou+ mv)2? 是 Ds 等 价 的 , 其 中 s= sgn A, 
d=sene, o—8gn(oO— BA)S, m=8( AD- BO)a?/(a0— BAY, 
B g H Ds 余 维 数 为 3. 这 是 最 简单 的 退化 Ds RAE. k BY 
~A Ds 开 折 是 
Ks, m, Nh 0) = (su+dp)e-+ (out hy 二 本 » (11.23) 
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SP IPH BM CA, 外 在 Cm, 0) 附近 到 值 . 
册 上 面 知道 , Ds 绝对 不 可 约 地 作用 在 C 上 , LARA 
子 群 Zx) 其 不 动 点 子 空间 
Fix (Zo(x)) = {ZE C! Rez=0} 
是 一 维 的 。 由 等 变 分 支 引 理 ， 可 知 (11.22) 有 了 唯一 的 2 对 称 分 盆 
解 支 ， 它 可 由 (入 .28) 在 Fizx(ZZ2olx)) xR LHR, B 
体 讨 论 如 下 ， 
方程 如 (2， 几 ) =2?—pe=0 的 Ze 对 称 分 岔 解 由 限制 方程 
a? — wae ~0 (11.24) 
HEP ALR =u 给 出 , 它 是 不 稳定 的 ， 出 它 的 Ds 群 轨道 还 可 以 
得 到 其 他 两 个 分 岔 解 . 显然 ， 在 (0, 0) 处 出 现 跨 临界 分 岔 。 相 应 
的 Ds HABA WES 11-2( 注 意 ; AERA FERRA PHA 
RRE Za HW, ABER REN, 
HE kts, w) = (u- pet utm) =0 H) Ze tt KAD R 
由 限制 方程 
mle? — uwt tAm) 一 0 (11.25) 
的 非 平 几 解 给 出 、(11.25) 在 C0， 人 0) 处 出 现 非 对 称 的 超 上 临界 叉 形 
ADH. 在 非 平 凡 解 支 中 ,一 支 是 稳定 的 , 另 一 支 是 不 稳定 的 .相应 
的 Ds 对称 分 倪 图 见 图 11-3(i). 由 于 它 是 退化 的 ， 我 们 需要 考 
Eh (11.23) BMH KG, pw, A, a)=(u—p)z+ (ut 
Avta)z =0 给 出 的 受 护 分 岔 图 . 刊 用 与 上 面 类 似 的 方法 ， 可 以 
求 出 当 «oO 时 的 Zo 对 称 分 贫 解 ， 并 知道 在 0, 0) 处 出 现 跨 临界 
AB, 在 亚 临 界 前 解 支 上 还 有 极限 点 、 此 外 ， 当 a<0 时 , Æ Za 对 
称 解 支 上 还 会 出 现 二 级 分 贫 ， 导致 有 孕 凡 迷 疝 子 群 4 的 二 级 分 盆 
fi. PA 11-3Gi ~ (iv) 分 别 给 出 这 些 受 扰 分 贫 图 .图 上 的 非 零 解 
+P ARARIPE Zo L AB ARASH, PRAF 
群 D;, 因此 清楚 地 反映 了 对 称 性 破 缺 现象 . 
有 对 称 性 的 静态 分 贫 理 论 有 许多 重要 应 用 。 人 例如， 有 对 称 几 
FOSS Ae ALE AR A Sot ADR A it OO ， 这 里 只 对 后 
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尘 作 简单 说 明 . 定 常 贝 纳 特 对 流 系统 (3.11 对 于 水 平 而 上 的 衬 聊 、 
旋转 和 反射 变 歇 都 有 不 变性 ， 即 在 水 平方 向 上 有 Bt RR. e 
外 , 此 系统 对 关于 中 间 的 水 平面 的 反射 变换 有 不 变性 , MER 
HEE ZIE, FR, RAG ADAM KH I-EB.OZ.. 在 
讨论 有 一 定 的 空间 周期 性 的 定常 热 对 流 解 时 , 我 们 可 取 工 的 某 个 
FRE HAMM. AALS 约 化 方法 ， 空 间 周 期 静态 分 岔 问题 
化 为 低 维 分 岔 方程 , 例如 在 研究 有 正六 角形 胞 腑 的 对 流 时 , 分 岔 方 
REKAH, RRETA T 是 二 维 环 面 群 ， 它 
代 卖 在 水 平面 上 的 平移 )， 然 后 借助 群 论 和 等 恋 奇异 性 理论 方法 ， 
得 到 热 对 流 分 使 的 定性 结果 ， 研 究 表明 ， 稳 定 前 定常 热 对 流 在 瑞 
利 数 Ro 大 于 某 个 临界 值 时 出 现 , 一 般 可 有 水 平 柱状 、 或 有 正六 角 
形 和 三 角形 截 侧 的 胸腔， 其 中 以 柱状 对 流 最 常见 ， 不 过 ， 流 体 性 
质 . 表 面 张力 .边界 条 件 等 都 会 使 热 对 流 有 形成 六 角形 胞 腔 的 趋向 ， 
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动态 分 岔 和 模 态 相互 作用 


§12 ERR 


§12.1 基本 理论 


考 虚 合 单 参数 的 系统 
w= f(a, p). WER" wER (12.1) 
设 了 wo, ~)=0, 即 对 一 切 p, wo 是 (12.1) 的 平衡 点 、 并 设 在 多 = 
po ij, Def (ao, mo) 有 一 对 纯 虚 共 斩 特 征 值 ,而 其 余 ? 一 3 个 特征 
ATES RB, Al, Æ w= Ho IM, Wo 是 一 个 非 双 曲 平 衡 点 , CE 
结构 不 稳定 的 . 本 节 讨 论 当 1 经 过 wo 时 在 平衡 点 we 附近 的 分 贫 
问题 、 其 中 , 最 重要 的 是 起 症 夫 分 岔 ， 由 $ 了 得 知 , 在 上 = Po 时 存 
在 过 点 re 的 二 维 中 心 流 形 、 我 们 可 以 利用 中 心 流 形 方法 , 把 系统 
限制 到 中 心 流 形 上 进行 研究 ， 也 就 是 说 ， 这 时 只 需 考 虑 二 维系 统 
的 分 岔 问题 . AR ARE, FR Ho, bo) = (0, 0). 
下 面 讨 论 含 参数 只 的 二 维系 统 
aes Y H)» 
Y=Fal% Ys i), 
X f1(0, 0 w)=f2(0, 0, w)=0. F412. 2), y) = (0, 0) 处 的 
导 算 子 为 Le), HAW alu) tio(m). EY eHOR, te 
TE (8 FE AE Ke 士 too( 其 中 a> O), EA al) =0, of0) = wo, Fil 
用 适当 的 举 标 线性 变换 , BY HG (12.2) 5 
人 y, 1), 
y= op lotalwy+ fr, Y, e) 


(2, y)ER?, wER (12.2) 


其 中 fi Fa-Ol(ae?+y’). 
为 了 进行 分 倪 研 究 , 我 们 计算 合 参 数 系统 (12.3) 的 PB 范式 。 
由 于 C12.3) 的 导 算 子 有 复 共 思 特 征 信人 ， 因 此 采用 复 坐 标 去 计算 就 
比较 方便 . id ema ty, AC) =alw)+io(u). (12.3) 8 PF) 
a= A(pw)e+g(e, 2, p) rEC (12.4) 
RRBRBHH, Ke g-O(|2|). 显然 ， 我 们 只 需 计 算 方程 
(12.4) fy PB 范式 . 
先 计算 2 阶 PB 范式 .、 取 (12.4) 的 二 阶 泰 勒 展开 式 
Z=ACsetge(e, z, p)+O(le|%), (12.5) 
其 中 gE ROHE HA COORM C A CEAR kL A 
式 函 数组 成 的 线性 空间 )。 作 变换 
g=wthe(w, w), (12.6) 
Kt bE AAC) 是 待定 函数 ， 其 各 项 系数 可 以 与 有 关 ， 将 
(12.6) 代 入 (12.5) 中 , 得 到 


2 人 + ae 


=AwtAhet+go(w, w, w)+O(|w}?), (12.7) 
考虑 到 (12.7) 的 复 共 谣 方程 以 及 关系 式 
(1+ te)" = 1-22 +.0(\w)?), (12.8) 
EE ww AYO; 
w= Aw — Lo he+g2+O( | wl), (12.9) 
其 中 线性 算 子 L H2(C)9 #2 C) A FRE: 
BWhiw, wo) = (a wn Se wi) — 2a, hE HCC) 
(12.10) 


TRS [ASH 202(C) = BCR) OF 2, 其 中 A(L2) Fk La 的 值 域 ， 
Go 是 其 补 空间 ， 于 是 ge € 党 x(C) 可 分 解 为 


ta 


galw, w, p) = palu, w, p) + ga w, fH), 
PE F (Ro), gee G 
我 们 取 (12.6) 中 前 hz 满足 72 一 ps， 于 是 (12.9) 简 化 为 2 Hr PB 
范式 : 
w= Awd- gw, w, w) 1-OC lwl?) (12.11) 
令 HaC) =span{w’, ww, w}, RIITA $8.2 所 述 的 方法 (例如 
上 矩阵 法 ) 去 确定 补 空间 Fa AMAS gs 的 具体 表达 式 ， 计算 结 果 
表明 , 当 (el 足够 小 时 , 有 多 4 一 40}, 故 qz 一 0。 于 是 (12.11) 给 出 
的 2 Kt PB 范式 中 不 含 二 次 项 ， 我 们 必须 进一步 计算 高 阶 PB 范 
式 , 才能 了 解 非 线 性 项 对 系统 的 定性 性 态 的 影响 . 
接着 计算 8 阶 PB 范式 .利用 变换 将 (12.4) 中 的 二 次 项 消去 ， 
并 取 其 三 阶 索 勒 展 开 式 (这 里 仍 将 变量 记 为 切 : 


2 一 和 二 gas， 2, 4)4+-O(lz]*), (12.12) 
其 中 gs€ H3(C). PPAR 
z=wths(w, w), (12.13) 


Hp hE CORE EM, BG 12.12) 中 的 三 次 项 得 以 简化 . 
令 AKC) =span{e®, wi, ww, 2， 利用 与 上 面 类 似 的 方法 ， 
ATH |p| 足够 小 时 ， 补 空间 Ge 一 span{w2z}, 故 (12.3) 的 3 Br 
PB 范式 为 

w=A( pwel ujww-+0( |w), (12.14) 
Hop eu) 512.4) ERE g 有 关 , 若 g 的 3 阶 泰勒 展开 式 为 

ge % w=, BE glu) Fae +O), 

则 通过 具体 计算 得 到 


e(u) = aa 20911 (A+ A) +4 [f]? 


— Aig |24 K 
* 2(2A— A) igol? + Jat. (12.15) 
进一步 的 计算 开明 , S| 足够 小 时 , 还 可 将 四 次 项 消去 。 于 
是 ,方程 (12.4) 的 4 阶 PB 范式 与 (12.14) 相 同 , A 
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w= MC) 0-+ e( pe) wee + OC wl). (12.16) 
记 (a) alu) tibu) weation, ET h ESM AE 
(12.3) Hy 4 Br PB 范式 : 
ee 0 [a (p) — bluze] (af +28) -O35), 
wa= w (pL) a, + 0( js )a@ot [b(t ay to u)r] ite + O75), 
(12.17) 
其 中 *= 到 十 好 .在 极 坐 标 系 中 , 《12.17) 写 成 较 简单 的 形式 ; 
r=a(ur+alu)r KOC), 
Å= olu) Hilut (94). 
由 于 我 们 关心 在 名 =0 附近 的 性 态 , 故 将 (12.18) 的 系数 在 此 =0 处 
ERRE, 得 
ees pr, r) 
BO =wo top br? +O(u", por, 9). 
其 中 常数 d= a (0), a=a(0), 6= (0), b=b(0). 注意 ， 这 里 已 
FAT «(0)=0, X u=0, cw 一 1 时，(12.19) 给 出 的 结果 与 (8.49) 
一 致 . 
利用 常 微分 方程 定性 分 析 方 法 , 容易 得 知人 12.19) 的 4 Bramley 
RRA GHO, GAO p=OR MMAR, BME, WIAA 
lel Buy d/o RS, (12.19) 的 截断 系统 有 一 条 诸 轨 


(r(#), O(t)) = (= ut [oot (e~ 2) u |6+0). 

(12.20) 
它 当 o<0 时 是 渐 近 稳定 的 , 当 4>0 时 是 不 稳定 的 ， 例 如 , 对 a< 
0, bd e 和 oo>0 的 情形 的 相 图 变化 和 分 岔 图 ， 分 别 见 图 2.7 和 
2.8(i)， 我 们 关心 的 是 : 系统 (12.2) 是 否 也 有 与 其 4 阶 PB( 截 断 ) 

范式 相同 的 分 贫 性 态 呢 ? 下 页 的 定理 肯定 了 这 个 论断 . 
定理 设 系统 (12.2) 在 原点 处 的 导 算 子 8(p) 在 # -0 附近 
APE aC) tiw), E1 4(0)~0, w(0)—ap>0, d=a (0) 

H2 


(12.18) 


(12.19) 


Ot, 则 在 在 so>0 和 一 个 解析 通 数 
ule) =$ me, a€ (0, e) (12.21) 


使 得 对 点 一 C8) 到 0( 其 中 eE《0，so))， 系统 (12.3) 存 原点 的 充分 
小 邻 域 内 有 唯一 的 闭 轨 三 共 周 期 为 


(8) = == (1+ 5) m0"), (12.22) 


当 s0 时 , 4《8)->0, T, ATES, B on 为 展开 式 (12. 红 1) 中 第 
一 个 不 为 0 的 系数 , 则 当 jn, 与 4 同 号 时 , 六。 是 稳定 极限 环 ; 当 pix 
SORES, ,是 不 稳定 极限 环 . 
下 述 定 理 通常 称 为 填 普 夫 分 伟 定 理 。[141 给 出 它 的 证 明 ， 并 
有 系数 tet, 的 一 些 计 算 公式 ， 特 别 地 , 对 =~ 3 有 
p= a/d, To= — (6+ u8) /wWo, (12.23) 
其 中 4 一 Rec(0)( 这 里 cf 由 (13.15) 给 出 )， 它 也 可 以 用 (要 .3) 
PRERE Fi Fe REHAT, 
a= (1/16) [freee + 1oy t Foray + F ey) eo,0,0) 
+ (1/1600) [Prev Freet Jiv) — Frey Foca t+ Fon) 
— F sex F ava + Frwy F 2yy] 0,00). (12.24) 
现在 讨论 在 上 述 定 理 的 条 件 下 系统 (42.3) 的 分 岔 情况 一方 
H, AW w—0 Bh a(0)—0.0'(0) 40, BORA || 40, 有 
a(w) 40, HaQ)e w-O HS, BAT, 4 上 天 0 时 原 
点 是 粗 焦点 ， 且 当 上 名 变化 经 过 0 有时， 其 稳定 性 突然 发 生变 化 ， 当 
p=0 时 ， 原 点 是 细 焦 点 . 另 一 方面 , 由 上 述 定 理 得 知 , 当 on, > OCR 
<0) 时 , 有 mw (e)> 0B <0) (AH sE (0,20)), 系统 (12.3) 对 内 之 0 
《或 二 0) 存 在 唯一 的 极限 环 ; 而 对 名 之 0( 或 > 站 ,无 极限 环 ， 显 然 ， 
(12.8) 的 拓扑 结构 在 名 =0 处 突然 改变 , 因此 在 该 处 出 现 分 盆 ， 
我 们 把 当 分 贫 参 数 变 化 时 从 平衡 点 (焦点 ) 产 上 生 极限 环 的 个 省 
MARMAEGERS, WEA Mdr HEERA CHARA 
1 GRAY GO RARE oO hR ee A, I A ARTE RIE 
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的 , HAE RAMA BIE, 一般, HAE RAS Be 
为 霍 普 夫 分 贫 ， 通 有 替 普 夫 分 盆 满 足 埠 普 夫 分 贫 定 理 的 条 件 ， 它 
对 应 we AO ATE, A SEAS WT h PB 范式 (12.19) 描 述 , 图 3-8 
给 出 一 部 分 分 岔 图 、 由 (12.23) 可 知 ， 当 46 与 4 HS CRS) 时 ， 
分 岔 是 超 临界 (或 亚 临界 ) 的 ， 当 <<<0( 或 >0) 时 ， 极 限 环 是 稳定 
《或 不 稳定 ) 的 .由 $ 14 将 会 知道 , 通 有 堆 普 夫 分 岔 的 分 贫 图 对 小 
BRA HM, 但 退化 震 普 夫 分 岔 的 分 岔 图 不 是 持久 的 . 我 们 还 注 
BA, 在 退化 吉普 夫 分 岔 情形 中 , 从 平衡 点 可 能 产生 多 个 极限 环 . 
[A] 考虑 平面 系统 
g- —y+a(w—s9")(w—2r"), 
y=oty(u—r*)(w—2r*), 
其 中 Pa ty, wER, (12.25) oR 
中 写成 
(RA (4—2r*), 
6=1, 
容易 网 到 ， 原 点 对 一 切 尺 都 是 不 稳定 焦 点; 
Hoh We > TRAE 和 并， 其 中 
Ls, Çe, y) =v u (cost, sin $), 
Fs, (e, =V (cost, sint), 
Ti 是 不 稳定 极限 环 , D 是 稳定 极限 环 ， 分 岔 图 见 图 2-1, ey 
在 册 =0 处 出 现 退 化 堆 普 夫 分 岔 ， 这 了 时 从 原点 “由 出 ”两 个 极限 环 。 
应 当 指 出 ， 我 们 也 可 以 用 LS 的 化 方法 和 对 称 静 态 分 岔 理论 
去 研究 黎 善 夫 分 岔 (参看 [8] 的 第 八 章 ), 其 主要 思想 如 下 ， 先 考虑 
二 维系 统 的 情形 ， 引 入 新 的 时 间 变 量 s, 使 得 
t=(1+7)s, (12.27) 
其 中 的 小 量 age os 将 方程 (12.1) 写 成 


O(a, u, 7) = ast (1+)f(@, »)=0, wR? (12.28) 
BAN AA IB 12.28) KARA To- 2r/oo 的 小 振幅 解 , 它 对 应 方程 
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(12.25) 


(12.26) 


ee kee ee 


(12.1) WAMA P- (Le) To HN REM, H MERTA: 
OX RXROCH, Fh Ob, GR OF) 为 局 期 Po I PRES ORE 
TTO) eS a BA HAT, 并 取 范 效 分 别 为 
a ilal dæ 
lælo= max fats), teh horto+ [2] 


as€ [0,7 

我 们 通过 相 移 去 定义 圆周 群 S 对 空间 OL 的 作用 如 下 : 
(8-a)(s)=a(s-8). WOES, wch, (12.29) 

h (12.28), RREH D E S* 等 变 的 , 即 

EAT, m, t)=0-Bla, w, T). (12.80) 
因此 , 可 以 把 (1I2.38) 看 作 空 间 OC}, 上 有 对 称 群 S 的 静态 方程 , 接 
BAA LS 约 化 方法 , 可 以 得 到 一 维 的 分 盆 方 程 . 

g(r, w=rp(r, w)=9, rER (12.31) 
其 中 西数 加 满足 pC0， 0)=0., 由 于 gr, W= —g{—r, Ab), Kg 
是 Zs 等 变 的 、 我们 可 以 用 Z 等 变 奇 异性 理论 去 研究 (12.,31) 在 
(0, O) 附近 的 分 岔 性 态 。 特别 是 在 退化 霍 普 夫 分 岔 情形 中 ， 可 用 
普通 颁 : 开 折 去 考虑 受 扰 的 分 岔 图 .由 于 (12.31) 在 (0 0) 附近 满 
E r> 的 局 部 解 是 与 (12.1) 的 周期 接近 To 的 小 振 晤 解 一 一 对 应 
的 ， 因此 (12.31) 的 Zs He BRS RR DURER 
盆 性 态 ， 此 外 ,对 7 维系 统 的 一 般 情形 ， 如 果 方 程 (12,1) 还 有 工 
对 称 性 ， 即 对 作用 在 Re 上 的 紧 李 群 荆 有 

I%, p) Vf (a, u), VYEL (12.32) 
我 们 同样 可 将 T OCRRANEPRABA BLA Lx S* 对 称 系 
统 的 静态 分 岔 问题 (参看 [9] 的 第 十 六 至 十 八 章 ) 并 用 对 称 性 破 缺 
和 等 变 奇 异性 理论 去 研究 . 


8 12.2 EEDD HA 


为 了 计算 在 埠 普 夫 分 倪 中 的 周期 解 ， 除 PB 范式 方法 外 
还 可 以 用 摄 动 法、 平均 法 、 浙 近 法 (KBM 法 )、 谐 波 平生 法 
Sie CSL IG cn。 这 里 举 一 个 胃 奇 异 摄 动 法 求 周期 解 前 例子 . 
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f 例 ] 考虑 平面 系统 
光一 — Y, A . 
| (a, ER, wER (12.82) 
它 对 一 切 刀 都 有 平衡 点 (0, 0). RAM SAT 


eo-( Ti} 


HHE (ua ki 4— pe? )/2, 从 而 
a(w)=p/2, oop) =~ 4p? /, 

%4 w= 0 时 , LOAREI +i, A d=0'(0) = 1/29, 由 (12.34) 得 到 
a= —1/8, FERAG2.9D 4 p-O HAF BARER 
BE, 

现在 对 充分 小 的 &>>0， 求 在 (0, 0) FUE AY JA SH BE (x(8)， 
y(t))?. 设 这 个 周期 解 在 =0 NAN, 0)7, s 是 小 量 ， 记 这 
个 周期 解 的 出 期 为 人 了 (8)、 由 (12.23) 知 道 ,了 (8) 可 表示 成 


T'(s)=Ar(1+7(#)), (12.83) 
其 中 Y(9) 是 待定 的 函数 ， 取 新 的 时 间 变 量 
s=t/(1+7(8)), (12.84) 


于 是 方程 (12.92) 关 于 的 周期 为 全 (e) 的 解 都 变 为 关于 s 的 周期 
为 2r HE, W uls) = (a(s), y(s))” ,方程 (12.33) 可 写成 
du/ds— (1+97(s))Au=f(u), (12.85) 
其 中 
Ae e oh f- oC) a re: (12.36) 
我 们 求 (12.35) 的 周期 为 2 WAER u (e) E€ O24, 为 此 , 取 对 小 
BH s 的 渐 近 展开 式 ; 
(Ss) = thy (8)8+ as) e+ ， 
[= [eg8? + ee, = P8 pereen, 
将 (12.987) 代 入 方程 (12.35) 和 初 值 4(0) = (e, OT 中 ， 比 较 em 
同 次 嗜 的 系数 ， 可 得 各 阶 近似 方程 和 相应 的 初 值 ， 从 而 依次 解 出 
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《12.37) 


fl S). 
一 阶 近似 方程 为 
du,/ds—Au,=0, (0 = (1, 07. (12.88) 
其 Oia 解 为 
u(s)= (21C8), ya(s))” = (coss, sins)”, 
二 阶 近 似 方程 为 
du,/ds—At—-0, te(0) 一 (0 0)", (12.89) 
其 Obs WEN t(s) = (æaCs), ya(s))7= (0, 0)7. 
三 阶 近 似 方 程 为 
du,/ds— Attz~ T2 Att, + 9s, tts(0) = (0, 0)7, 
(12.40) 
其 中 g= (0, pya ety). 将 一 阶 近似 解 代入 后 , 得 到 
dtta/ds— Aus—fols),  ts(0)=(0, 0)", (12.41) 
HP fs—(—vesins, vecoss+pesins—cos*ssins)™, WERE 
WEEE EH, (12.41) A wsE One 的 充 要 条 忻 是 


CFs ss <fals), du(s)>as—0, k=1, 2 
(12.42) 
其 中 tba, We} RHA KA 
—dv/ds—Atv=0 vEOl, (12.43) 
的 一 个 基础 解 组 .容易 求 得 
Y= (coss, sins)", z= {sins, —coss)7, 
ERAT ETER PE 13 42), 得 到 
wpta— 0 /4=0, 37a =0, 
由 此 求 出 jp 一 4/4, za=0， 这 与 按 公 式 (12.33) 计 算 的 结果 一 致 ， 
把 wo, ve RA (12.4) 1h, 可 以 求 出 


tts(S) =, (sin s— sin 3s, — cos s+ cosBs)”, 


于 是 , 我 们 有 渐 近 展开 结果 
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tu(s) — (sys Ws‘s)e Olet), 

KL=8/4+O(s), v=0O(e), 
由 此 可 知 , 对 充分 小 的 o> 0, 有 

8= Du? +0 p"). 
AAT #5 BUNT FED Ab AY po > O BF A 
t6(s) = 2s (8) p+ 8ttg(s) 0? + OC?) 
还 可 用 (12.34) 将 上 式 的 变量 s MH ROKER. SARK 
于 时 间 志 的 周期 为 
Pp) =a +r) = 20(1+O(u*?)), 


§12.3 应 用 例子 


办 普 夫 分 岔 涉及 当 参 数 变 化 时 由 平衡 状态 产生 周期 运动 状态 
的 现象 ， 因 此, 在 研究 力学 .物理 、 化 学 .生物 、 控 制 .机 所 等 方面 的 
自 激 氛 动 和 波动 现象 时 , 答 普 夫 分 岔 有 重要 的 作用 . 
[ 例 1] 布鲁塞尔 振子 系统 的 瞧 普 夫 分 岔 . 
首先 讨论 空间 均匀 情形 .在 (8.22) p, RAX-Xt), Y= 
Y(t), 则 有 常 微分 方程 系统 
ee (B+iI)X+X°Y, 
Y=-BX-XY, 
其 中 4>0 为 常数 , B> 为 分 岔 参数 ， 
系统 (12.45) 有 平衡 点 (4，B4 4， 作 坐标 变换 
X=a24+A, Y =y + BA, 
于 是 (12.45) 成 为 
{(B—1)z-+ dy+ (BA zr +2Ary wy, 
y= —Ba—A®y— (BA) a?—DAay—a*y, 


(12.44) 


(X, PER? (12.45) 


(12.46) 
ERIH B ERB AE ME ACO, 0), ERER BLP RPE Dy 
| B-1 A? \ 
LOD -~( et: 
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E(B MEEN n.2(B) a(B) 土 two{B), 其 中 

a(B)= [B— 1 +4°)]/2, 

o( B) = J A?—o(B), (12.47) 
由 此 可 见 , 4 1- AP B<CA+3A? BY, Ay AI Ae HE EI TE 
i, GH, 24 B=1+4 =B, HA «(Bl)—0, wo( BL) =A=an, 
A, (B) = tio AMRNB BWP B= B., 附近 系统 (12.46) 
EBHRBERAZ, 

再 作 坐 标 变换 


g 1 0 w 
e = a a 
(12.46) 变 为 
PERRE E ENE o), 
»=o(B)ut+a(B)o+(B/A)bu+5u(2A+u)o(u, v), 
(12.48) 
其 中 8= (14+ A?— B?+0(B))/o(B), plu, o) = [(1-B+a(B))u 
~o( B)v)/A?, 
BR d=a'(BL)=1/2>0. WA iw =B— Bi, 363k (12.23) 
求 出 
| 
(12,49) 
TE, HEEK A CHAE, 4 u> (8 B>B), RH 
(12.48)7E (u, o) = (0, 0) 附近 有 唯一 的 稳定 极限 环 ; 当 p>0《 即 
B 一 Bs) 时 , 此 极限 环 趋 于 原点 。 这 个 极限 环 对 应 的 周期 解 的 周期 
为 ( 见 (12.22)) 


四 = 9m4-1(IT 十 zeosz 十 O(es) )。 (12.50) 
2G HEB pe = poo? + OCe*), h (12.49) 8 
e=2A(2+ ADY u Ola), p>0 (12.51) 


将 (12.49) 和 (12.51) 代 入 ( 芭 .50)， 并 用 吾 表 示 司 ,有 
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eC E 


+0OQB- B)» |. B>B, (12.52) 


出 上 面 的 分 析 知 道 , 空间 均匀 的 布鲁塞尔 振子 系统 (12.45) 当 8 二 

Bi 时 在 (有 ,， Y)=(A, BA) 附近 出 现 超 临 界 的 霍 普 夫 分 岔 . 
然后 讨论 空间 韭 均 名 情形 。 设 空间 是 一 维 的 ， 空间 华 标 为 v, 

《3.21) 写 成 

局 BE (12.53) 


oY BX- xy +p, 2 


ae 
RZ E12. SSE RI Oecd 上 tH 的 解 , 并 取 边 界 条 件 
X(0, =X =A, 


Y(0, )=Y, )=BA, (12.54) 
这 时 有 一 个 空间 均匀 且 与 时 间 无 关 的 解 
X=4A, ¥=BA-, (12.55) 


F iB LA Ee Aa SAR A SE YB A PE 9 E. 
利用 $ 10.3 中 的 记号 ， 取 新 变量 %= 下 一 4 v= 了 一 B4， 
Fi 12.53) F 


4 a ) 4 OG: o BY= (12.56) 


Hp D HL(10.87), DEO, 0, 召 ) 处 的 导 算 子 矩 阵 为 
E(B) = Diu (0, 0, B) 


È ara A? ) 
—B — A? +-Dod/dx? } 
直接 计算 得 知 , 在 边界 条 件 
u0) =u(h) = o(0) =o) =0 (12.57) 
T, ECS) 有 特征 值 
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AS = Len — bnt\ Cam tOn) —4A28B } /2, mEN 
(12.58) 
其 中 am= B—I -ma DY, by= A? + mn? D/F. 相应 的 特征 
函数 为 
(tiny Ym)? = sin wales, c2)*, (12.59) 
Hp x—ma/l, c e: 由 线性 代数 方程 组 
一 gm A’ G af C2 
(r a Nela 
求 出 ， 由 (12.58) 可 兄 , 4 (amt bn)? — 4AB <0 FI dm— be — 0 时 ， 
即 当 
B= B,j=1+ A+ (D+ D) mEN (12.60) 
时 ， 算 子 L BoA 12-2 给 出 多, 的 变化 曲 
线 ， 由 于 上 (如,) 的 特征 值 的 实 部 为 0, 故 Bn 的 曲线 也 是 基本 解 
的 线性 稳定 性 的 临界 曲线 ， 当 > 多, 时 ， 基 本 解 (u, 0) = (0, 0) 
是 不 稳定 的 . 在 B= FB, 处 都 可 能 出 现 替 普 夫 分 岔 (mzE N)， 我 们 
特别 关心 在 最 小 值 名 , 处 的 情况 . 


12-2 12-3 


我 们 可 以 利用 中 心 流 形 方法 , B= By 附近 将 布鲁塞尔 振子 
系统 (12.56) 约 化 为 在 二 维 的 中 心 流 形 上 的 常 微分 方程 组 , 然后 用 
PB 范式 和 和 埠 普 夫 分 贫 定 理 进 行 研究 呈 , 我 们 也 可 以 把 (12.58) 的 
解 周期 性 地 延 拓 到 一 co<z<coe 上 ， 由 方向 上 的 周期 性 条 件 和 
关于 原点 的 对 称 性 , 可 知 延 拓 后 的 系统 对 空间 有 O02) 对称 性 .此 
外 ,在 考虑 (12.53) 的 时 间 周 期 解 时 , 它 对 时 间 有 S 对 称 性 . 于 是 
(12.53) HERRIE EET MA O (D x S* 对 称 系统 的 静态 
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分 贫 癌 题 ， 并 用 对 称 狂 破 缺 和 等 变 奇 异性 理论 等 进行 研究 研究 
PERRO, 在 一 定 条 件 下 ， ABE (12.53) HE B= By 处 会 出 现 
WABERAZ, P1230) KMMMRBERA GE, 这 时 从 基本 
解 分 出 的 时 间 周 期 解 是 稳定 的 ; 图 13-8( 直 i) 表示 亚 临 界 霍 普 夫 分 
By 六 时 从 基本 解 分 出 的 时 间 周 期 解 是 不 稳定 的 , 而 且 这 个 不 稳定 
时 间 周 期 解 会 在 某 个 B* 处 折返 , 并 变 为 有 较 大 振幅 的 稳定 时 间 周 
期 解 . 

我 们 还 可 用 奇异 摄 动 法 求 出 在 E PEM BAD EHR as HE 


AR: 
人 )- 人 -an 。 an cos Qt ) 
E \ Byes(Qt +0) 
+0(|B-B,|). (12.61) 


Hh p=9(A, Dy, Do, 站 是 某 个 确定 的 应 数 ， 
Q=JS14B—(a,+6;)?, 
a, bı IL (12.58). 由 此 可 见 , 4p HOM, BB, MME 
MRD ERS EBA ZEA e sin(ora/l), HUMAR O 随时 间 
fe MIR, HBR SMR ae, 4 
9>0 时 , 起 普 夫 分 岔 是 超 临界 的 ; 而 当 wp<0 时 , 它 是 亚 临界 的 . 
[Al 2) WMA AEDS 
BH 31D) AHMRCKRA, Me 为 分 岔 参 数 ， 容 易 员 
到 ， 此 系统 对 一 切 "E 民 有 平衡 点 (XY, Y, Z)=(0, 0, 0); 此 外 ， 
rol 还 有 两 个 非 平凡 平衡 点 ( 土 ， 土 s, ri), 其 中 
S 一 ~ bariy 1). 
Fer = TE ARIE, 
下 面 要 指出 , 随 着 "7 进一步 增 大 , TEE EP a AA HRE 
普 夫 分 岔 、 由 于 洛 伦 兹 系统 (3.13) 在 变换 
(X, Y, A-(-X, —Y, Z) 
下 保持 不 变 , 即 此 系统 关于 乡 轴 有 上 反射 对 称 性 , 因此 只 需 考 虑 平衡 
点 (s.sr- 一 1)( 这 里 >1)。 直接 计 算 表 明 , 在 该 处 的 导 算 子 矩阵 为 


i22 


可 -o .0 
Lir- 1 —1 o) (12.62) 


sír) s(r) —b 
P(A) =det(Lh—-AR) 
= —AP— (Loo (b— bo +9") ht. 
(12.63) 
FFB RIFEE BRS AA, DOr) AO ob EY GE E is, 
并 记 第 三 个 特征 值 为 e 则 特征 多 项 式 可 写成 
P(A) = ~ H+ B?) (Ata) 
= 一 和 一 oX3 一 局 2 一 ap (12.64) 
出 较 (12.638) 和 (12.64) 中 沁 的 司 次 宕 的 系数 ， 可 知 在 瞧 普 夫 分 贫 
一 工 十 太一 G， 有 一 5 一 Da 十 S2， 
a8? = — 2s, 


2_ _(1+6-—c)(—o)b 
出 此 解 得 oe T+b+6 i 


RET ET 
考虑 到 se -5(r 一 巧 , 便 求 得 霍 普 夫 分 贫 出 现 
时 的 参数 什 


gage S87) 


1+b+o ° 

可 以 证 明 , FE oo Xb tH BUA ESS Oe HY th 
界 的 ， 从 非 平 凡 平 衡 点 产生 的 极限 环 是 不 稳 12 
ER, FUN 22 PI 1-4, PL PR M, 


§13 ”其 他 动态 分 舍 


除了 和 霍 普 夫 分 岔 ， 还 有 许多 其 他 形式 的 动态 分 贫 。 这 里 通过 
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并 个 重要 的 模型 说 明之 . 
[HI 洛 伦 兹 系统 的 分 倪 . 
洛 伦 兹 系统 可 以 出 现 多 种 形式 的 分 岔 ， 考虑 下 面 的 系统 


v=10(y—%), 
firey (18.1) 
z= gy — 82/3 

A HE AT RO 
4 r<i 时 , 原点 是 唯一 的 浙 近 稳定 平 稀 点， 在 7=1 处 , 原点 
成 为 非 双 曲 平衡 点 , 并 出 现 平衡 点 的 超 临界 叉 形 分 岔 . 当 了 > 工时 ， 
原点 是 不 稳定 平衡 点 , 与 此 同时 分 出 两 个 平衡 点 OiCs，s, + 一 1) 和 和 
O2.(—s, —s, r—1), HP s=2/9r-1/8. 对 r>1, 原点 有 一 
维 不 稳定 流 形 W (0) 和 二 维稳 定 流 形 WO. 4rar's 
13.926 BY, W*(O) 5 W*(O) MAZE, 并 形成 两 个 同 宿 环 , 它们 是 关于 
z 轴 对 称 的 ( 见 图 13-4). 4 r> 时, BERERA, 并 分 出 无 限 多 
条 有 任意 周期 的 闭 轨 ， 这 些 闭 罗 连同 
无 限 多 条 非 闭 轨 线 一 起 、 包 含 在 一 个 
i 有 界 不 变 集 里 面 . 这 种 坝 象 称 为 “同窗 
P 爆炸 ”, 它 是 洛 伦 兹 系统 的 复杂 动力 学 

| 性 态 的 一 个 根源 . 
在 了 一 9z 和 24.74 处 ， 平 衡 点 O 
和 Oz 是非 双 晶 的 .此 时 出 现 亚 临 界 置 
PADS (SHBS$ 12). £r'<e<ey KETB ERAS Ta R Ta 
当 Y> 和 时 ， 所 有 三 个 平衡 点 都 是 不 稳定 的 ， wih Mr=rax 
24.06 起 , 系统 人 3 . 巧 出 现 一 个 奇怪 吸引 子 ， 它 在 ?>9a 是 ?接近 
rH 的 范围 内 成 为 一 个 奇怪 不 变 集 ， 呈现 混沌 性 态 ， 为 了 深入 了 解 
局 宿 爆炸 所 产生 的 闭 轨 随 了 变化 的 情况 ， 下 面 将 讨论 洛 伦 兹 系统 
的 东周 期 分 贫 ， 
X r> 318, 系统 (13.1) 只 有 -条 稳定 闭 轨 LW. 它 是 关于 “ 轴 
对 称 的 ， 这 时 仍 有 三 个 平衡 点 : 0， On A Oa FE rai 处 , 全。 成 
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图 13-1 


图 13-2 


为 非 双 曲 闭 轨 , 并 出 现 叉 形 分 盆 ， 当 < 8313 H, To 是 不 稳定 的 ， 
BA BRB EMM AA ME 它们 关于 轴 是 对 称 的 . 当 
e724 时 , Ti 和 开始 失 稳 , HMPA MDE, ALL 和 和 
分 别 产 生 周 期 加 倍 的 稳定 闭 轨 Ta Ms. 4 roast, Ta 和 了 
开始 失 稳 , 再 次 出 现 倍 周期 分 贫 ， 随 着 了 继续 减少 , 还 有 更 多 的 倍 
MAA MM, BRAM rar old 为 终结 的 元 限 倍 周 期 分 
舍 序 列 ( 见 图 19- 儿 。、 它 有 通常 倍 周 期 分 倪 序 列 的 普 适 宗 度 性 质 ， 


例如 lim -= 一 == &.6992…， 其 中 ws EE n AAS 


nto TaT, 


出 现 夺 的 参数 值 、 系统 (13. 了 0) 在 += 处 进入 混沌 状态 ， 随 着 7 
的 进一步 夏 少 , 还 会 出 现 食 分 倪 和 从 混沌 到 周期 运动 的 阵 发 过 渡 ， 

数值 计算 表明 ， 洛 伦 交 系统 还 有 其 他 的 倍 周期 分 岔 序列 ， 例 
如 在 rs、166 处 出 现 半 轨 的 靶 结 分 贫 . 对 ”<166 有 两 条 对 称 闭 轨 ， 
其 中 一 条 是 稳定 的 , 另 一 条 是 不 稳定 的 ， 稳 定 闭 轨 在 rs*154.4 处 
WOMB, I cE Mb, MR PO ee 
145.9 为 终结 的 另 一 个 售 周 期 分 岔 序列 ( 见 图 13-8)， 在 35<r 过 
145 的 范围 内 , 系统 (13.1) 也 有 许多 倍 周 期 分 倪 、 同 宿 烃 炸 和 混 沪 
现象 ， 在 前 述 的 鞍 结 分 岔 、 叉 形 分 岔 和 倍 周 期 分 岔 序列 中 产生 的 
闭 轨 中 ， 有 些 可 以 随 着 ”减少 一 直 持 续 到 ?= 一 史 ( 即 第 一 次 同和 宿 焊 
炸 ) 处 , 其 他 则 随 着 的 减少 或 增加 和 而 终结 于 其 他 的 同 宿 爆炸 处 、 

顺便 指出 ， 什 尔 尼 科 夫 法 "~' 在 研究 与 同 、 异 宿 轨 线 有 关 的 分 
贫 和 混沌 现象 中 有 重要 作用 ， 
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f 例 2] 有 参数 激励 和 其 他 激励 的 振动 系统 的 分 贫 . 
UES BR Ha AaB h Ar He She PE. 
U2 wt mat (w+ eo eo Qt)u=0, (13.2) 
FH usul), s 是 小 量 ，o MARERA, wr Mo 是 参数 , A 
a>0, 
我 们 先 用 多 重 尺度 法 建立 振幅 和 相位 的 近似 方程 "中, 取 两 个 
AY a RE. Tt, wet, 并 寻求 (13.3) 的 下 列 渐 近 展开 解 ; 


uli, 8) =u DT, 7) em (L, Tt. (13.3) 
#5 (13.3) ARA (18.2), 并 比较 s MRR, TOO 
一 阶 近似 方程 
Diwt w*t9=0, (13.4) 
二 阶 近 似 方 程 
Dit + BoD ruo + (ty) Dotto 
-au + (a 008 AT Jato = 0, (13.5) 
其 中 Dy= 8/07, D, =2/2r. (13.4) WR JH 
so 一 4(r)eiaz 十 ce， (43.6) 


其 中 ACv) 是 待定 函数 ，ce. 代表 前 面部 分 的 复 共 力 ， 把 (13.6) 代 
入 (13.5)， 可 以 见 到 当 Q%2w 时 此 系统 岂 现 共振 《通常 称 之 为 主 
共振 )。 引 进 解 请 参数 o, 使 得 @ 一 32 十 ar。 根据 消除 长 期 项 的 要 
求 , 便 得 到 4(z7 的 方程 : 

Biw( A’ + pA+pAtA) + (ad /2)e°*=0, (13.7) 
其 中 筷 是 4 的 复 共 辊 , MSO Ro OR GHA SRR BBA 


Alty =fr) em”, (13.8) 

(13.8) RA 3.7), FAA RE Ale, 得 到 
a't uat va + (aa/4w)sin(or—32p)=0, (13.9) 
ag’ — (aa/4wo)jcos(or—2p)=0, (13.10) 

Ap Eza, y= 07~2p, NAB.) ACLS 10) RI 
E + 2uE + 2v£?— (ad /Qo) sin y= 0, (18.11) 
Elf -04 («4/2008 9] =0, (13.14) 
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它们 就 是 振 馈 和 相位 的 一 阶 近 似 方程 . 
BRAM BRS. MSR, BH, 13.11), (13.12) F 
一 个 平凡 解 志 一 0, 它 对 应 着 原 系 统 (13 .2) 的 平衡 状态 4 一 0. 此 外 ， 
(13.11) 《13.13) 有 非 平 凡 静 态 解 
= (+ (a? — 407m?) YY (4a) — pe) /v, 
. n= are cos(Qwo/a), 
图 19-4 给 出 (13 .1TD、(13. 娶 ) 的 静态 分 售 和 稳定 性 分 析 结 果 ， 其 
HRe WASH, m= ol +47)", om 一 3iaclo。 HRA 
统 (13.1) 的 解 可 写成 
U—a(T) YeoT+to rN + oe, + OCe) 
= Bf (at)]¥? cos[ (Q/2)t— n(et)/2] + O(e), 


(13.18) 


(13.14) 
图 13-4 表明 原 系 统 (13.3) 在 o Kb AE ERIE MAE one Xb hA 
半期 解 的 鞍 结 分 贫 . 


(3 £ i r r 
a J i K 
war a O maya -gE op 


ay a; ae 
Gezo ” Gia>e (Dv>0 Dr<0 
图 13-4 图 13-5 


我 们 接着 讨论 (18.11)、(13 1DWRHKAA. ARK 
分 盆 定 理 可 以 证 明 , 如 果 [oj >a/Qo, W311) 18.12) w=0 
处 从 平凡 解 处 产生 堆 普 夫 分 贫 ， 妆 z>>0( 或 ><09) HY, H a< 
(或 上 >0) 存 在 稳定 (或 不 稳定 ) 的 周期 解 ， 它 当 ->0 ETOP. 
fi. BE IS-5 gih (13.11), (18.12) MR BRAG BR. HS .14) 
WM, (18.11) (13.18) WRF r 的 频率 为 o” 的 周期 解 对 应 原 系 
统 (13.2) 的 关于 上 上 的 络 率 为 2/3 与 sa" 的 二 维 环 面 解 ( 即 了 解 )， 
因此 (13.3) 当 |0| >a/20 RE u> OSPR DE 
ikd MRED 中 有 多 频 参 数 激 励 , 那么 在 该 系统 中 还 会 出 现 
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BRARMH MAO. mst, 63], (64) 中 还 讨论 了 在 参数 
激励 和 强迫 激励 联合 作用 下 两 自由 度 的 非 线性 耦合 扎 子 系统 的 一 
次 和 二 次 分 岔 问题 , 在 那里 使 用 K BM 法 去 建立 平均 方程 , 然后 用 
无 对 称 性 和 有 Zo 对 称 性 的 奇异 性 理论 进行 分 析 .[65] 研 究 了 非 线 
5k (HL. Mathieu) 方程 的 1/2 次 谐 分 岔 行为。 首先 用 LS 方 
法 求 出 分 偏方 程 ， 然 后 考虑 一 次 近似 的 分 岔 特 性 和 给 出 分 岔 方程 
系数 的 计算 方法 , 最 后 讨论 分 岔 方程 的 高 次 近似 和 普 适 开 折 问 题 。 
{ 例 9] 强迫 杜 芬 振动 系统 的 分 岔 
当 非 线性 振子 受到 外 界 周 期 力 的 作用 , 特别 是 外 力 较 大 时 , 会 
产生 多 种 形式 前 动力 学 响应 ， 主 要 有 : 
1. 周期 运动 , 包括 谐振 动 解 、 亚 谐振 动 解 和 超 谐 振动 解 等 , 有 
时 还 会 有 多 个 周期 运动 共存 ; 
2. 准 周 期 运动 ; 
3. 非 局 期 运动 , 特别 是 混沌 运动 . . 
当 参 数 变化 时 , 存在 不 同 运动 形式 之 间 的 跃迁 和 分 岔 现象 . 
单 自 由 度 强 迫 杜 芬 振 动 系统 的 标准 形式 是 
E+ uttast B= F cos Qt, ER (418.15) 
其 中 FRO, 18-1, B86 可取 1 或 一 I， 系 统 (18.15) 有 三 个 参 
数 : 上 .BF MO, 它 有 很 丰富 的 动力 学 行为 , 至 今 尚 未 被 人 们 完全 认 
W, 在 系统 (13.15) 中 , 软 弹 簧 系统 
+ urter F cos Qt (13.16) 
的 动力 学 行为 最 复杂 、 这 里 给 出 当 j= 
0.4 F=0.28 时 的 一 些 数值 结果 . 如 果 
强迫 力 频率 马 从 比 固 有 频率 co= 工 小 得 
多 的 数值 开始 增加 ， 册 强迫 振动 周期 解 
的 振幅 和 大致 沿 摄 动 法 得 到 的 幅 频 上 曲线 
变化 , FFARR RA LPS 18-6), 然而， 
4 2 从 较 大 前 数值 开始 减 小 时 ， 铺 况 就 
BERT. 首先， 在 0.535 处 出 现 由 对 称 性 破 缺 引起 的 又 形 
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图 13-86 


Pii 


分 盆 ， 即 周期 为 了 ~ 2m/g 的 大 振幅 对 称 解 分 型 为 两 个 有 同样 周 
BAT 的 非 对 称 解 、 然 后 , 在 0.5268 二 <0.58 的 范围 内 观察 到 多 
个 倍 周期 分 岔 序列 ， 此 外 还 有 周期 窗 只 和 泌 沌 带 ， 这 些 都 以 两 个 
共存 非 对 称 状态 的 形式 出 现 、 值 得 注意 的 是 , 当 2 BAB 0.5268 
时 ， 两 个 非 对 称 的 混沌 状态 重新 汇合 为 一 个 对 称 的 混沌 状态 .再 
经 过 若干 次 相继 的 分 倪 ， 当 Q%0.5253 时 ， 系 统 又 经 过 突 跃 回复 
到 一 个 对 称 的 小 振幅 周期 运动 状态 ， 
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动态 分 盆 研 究 与 静态 分 岔 一 样 ， 也 需要 讨论 殷 动 对 分 岔 性 态 
的 影响 。 如 果 动 态 分 贫 是 退化 的 ， 就 要 利用 彰 适 开 折 去 描述 受 扰 
后 可 能 出 现 的 各 种 分 区 状态 。 


§ 14.1 预备 知识 


Bw FEO"(R", R"), 我 们 把 有 序 组 
Jef) = (Ho, f(X), DFC), ++, D” F(T0)) wo ER" 
(14.1) 
称 为 了 在 wo REA k BK ( 形 -jet)， 其 中 Df (eo) BIB SAT 
@=1, e, k). R 上 的 全 部 0” MIE H CR 处 的 天 射 式 集 
合 构成 一 个 有 限 维 线性 空间 , 1 JR, R”). 
[AI] OR, RS RXR" E n ER, 
[02] JR RE 3 维 的 , 因为 它 的 元 案 有 坐标 (%, SC), 
JÈ). 
[ 例 3] CR2，E2) 是 8 维 的 ， 因 为 它 的 元 素 有 坐标 (w， 
fœ), 了 FT))， Kp w, f(w) 是 2 维 向 量 ,了 fCw) 是 2x2 和 矩阵 . 
对 每 个 映射 EOCR",， R"), 定义 映射 
f:e ReRe, R”) ce TEC f) =F (a), (14.2) 
Ff RAS Hy k RP IK’ (h-jot extension), 
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BH gEO"(R", R AFR MCR", NaeCR, RE 
EEM, RH (a) EM HWE Tye M 5 PR" H Dy (ow) 
作用 下 的 象 是 模 裁 的 , 即 

Dg (He) PAR AP eM =P ya”, (14.8) 
TRB g 与 流 形 M feo 处 是 横 截 的 、 如 果 在 任何 wER" 处 
映射 g 与 流 形 M 都 是 模 裁 的 ， 则 称 'g 与 MAR”. 

定理 ( 托 姆 横 截 性 定理 ) 设 召 是 J*(R",R") 的 一 个 子 流 形 , 
车 访 为 O~(R"，R") 中 如 下 映射 了 的 集合 : He OK SE 
Bia, 则 5 是 可 数 个 在 O"(R"，Rn”) 中 稠密 的 开 子 集 药 交 , 即 8 是 
O°(R", RO 的 一 个 剩余 子 集 (residual subset), 

上 述 定理 表明 , 集 8 的 横 裁 性 在 0~(R"，R”") 中 是 通 有 的 ( 见 
附录 第 161 页 )， 我 们 根据 映射 在 有 限 维 空间 JR, R) BJL 
何 性 质 , 就 能 得 出 它们 在 无 限 维 空间 O“(R"， 氏 *) 中 的 结果 . 

接着 介绍 向 量 场 的 平衡 点 余 维 数 的 概念 (对 映射 的 不 动 点 ,也 
有 类 似 的 结果 ). 考虑 系统 

a ~f (a), ve 及 中 
其 中 向 量 场 AEO”(R")， 由 于 局 部 分 岔 涉 及 非 双 曲 平 衡 点 ， 因 此 
除了 大 射 式 空间 J*(R*，R") 外 ， 还 要 用 到 它 的 两 个 子 集 和 B， 
五 是 由 全 体 有 平衡 点 的 向 量 场 的 怀 射 式 组 成 的 ，B 是 由 全 体 有 非 
双 曲 平衡 点 的 向 量 场 的 射 式 组 成 的 在 JR", Rp, F 的 余 
EEO m B HREH n+ EYEE, BAF AE em 
与 无 关 , BENKER k AK, 

[ 例 4 考虑 向 量 场 空间 0~(R!)， 这 时 J*(R'，R1!) 的 维 数 
为 +3, 它 的 元 素 是 


(æ, fE), f'(@), +, fO). ce RY, f EO"(R!) 
五 的 维 数 为 十 1( 即 余 维 数 为 1), 它 的 元 素 是 
(a, 0, F(E), 7 FV)). ce, feo RF) 


BRRR LEIRER 2), ER 
(a, 0, 0, Fie), es JOs). vwER!, fECr(R?) 
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{ 例 5] 考虑 岗 量 场 空间 GO”( 良 )、 这 时 CR RY 的 元 素 
是 

(æ, f(@), DALE), +, DYF(@)), CER, f EOR") 
F HRE 


(2, 0, Df (x), ia D* f (#)), xe Re, feor(R") 
BERR _ 
(@,0, Df (a), + D* f(a)), SER", fEO"(R*) 


Hp Df (a) 是 一 个 非 双 曲 的 nx 矩阵 ， 在 其 特征 值 中 至 少 有 一 
个 的 实 部 为 0. 
设 向 量 场 g(w) COR AF RRM REAP PHS GE 
wo 处 相同 的 导数 退化 条 件 的 射 式 组 成 的 子 集 . 设 加 在 ICR", R”) 
HY RHE Rd; 此 外 , WM BAA FER, R) PH RE 
数 为 六， 我 们 定义 9 的 “平衡 点 wo MRAM Ad-n, BR H 
双 曲 平衡 点 , FHP, 从 而 它 的 余 维 数 为 0; 而 对 非 双 昌 平衡 点 
有 吾 条 ,其余 维 数 大 于 0.。 于是, 我 们 可 用 平衡 点 的 余 维 数 去 衡 
量 向 量 场 在 该 处 的 退化 程度 . 为 了 在 确定 集 E 时 能 考虑 在 平衡 点 
处 的 全 部 退化 条 件 ( 即 导数 满足 的 条 件 ), 上 应 取 足 够 大 的 数值 , 此 
外 ， 还 应 注意 到 对 和 集 召 的 元 素 只 有 在 平衡 点 的 导数 方面 的 限 制 ， 
但 平衡 点 的 位 置 一 般 是 可 以 变动 的 . 
[A 6) SR By 
T= g(s) =ax®-+O(2°) a#0, cER! (14.4) 
在 非 双 曲 平衡 点 如一 0 AE AER, A gio, gleo) = 2040, 
于 是 , RR E 的 元 素 为 《5 关 2) 
(æ, 0, 0, Fie), 1, f(a)), cE RY, fEO"(R) 
显然 , 吾 就 是 例 和 中 的 集 B, HREM d= 2, 因此 (14.4) 的 平衡 点 
wo 一 0 的 余 维 数 为 1. 
[AT] 考虑 向 量 场 
f= y2(@) =0 +0, a#0, cERt (14,5) 
在 非 双 曲 平衡 点 加 =0 处 的 导数 痛 92 (a0) — gieo) =0, ga" (ao) = 
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fc 类 0， 于 是 , REE 
(a, 0, 0, 0, f(a), +, FP G@)), YE Rt, fEO"(R) 
集 召 的 余 维 数 & 一 3， porn 6) 的 平衡 点 zo 二 0 的 余 维 数 为 3， 
[ 例 8] 考虑 向 量 场 


光一 Ga(z) 王 4w 二 OCel2)， weR® (14.6) 
HJ CANE BAS, 24 a-(° oto 时 ，(14.6) 的 平衡 点 wo=0 


的 余 维 数 至 少 为 1; 当 AM (o 0 ) 时 该 平衡 点 的 余 维 数 至 少 为 


a. EE AN 才能 完全 确定 平衡 点 的 余 维 
数 . 

应 当 注 意 , 在 上 面 的 平衡 点 余 维 数 定义 中 , FRA BEAR 
对 称 性 的 作用 .对 于 有 对 称 群 7 的 向 量 场 ， 我 们 可 以 像 $ 工 那 
样 , 引进 平衡 点 的 了 余 维 数 的 概念 . 


§ 14.2 局 部 向 量 场 的 普 造 开 折 


设 向 量 场 gCw) COR) MRASSR ACR" 的 向 量 场 
G(x, kK)EO"(R"xR",，R"), 使 得 Cw, 0)=g(%w), VEER’, W 
KG (a, pj) 是 gw) 的 一 个 fH- 参 数 开 折 ，p 称 为 开 折 参数 ， 如 果 
: g 的 任何 一 个 开 折 G(x, A EORR, R")( 其 中 开 折 参数 

ER), FESR y =y% A),A=——(A), H pO) 0, 使 得 对 
—WACICRIKPIRARMDR), WR aw, DH yla, 
入 ), pC 入 )) 是 拓扑 等 价 的 ， 则 称 Cw，p) 是 gCw) 的 一 个 普 用 开 折 ， 
在 9 的 所 有 沿用 开 折 中 ， 含 开 折 参 数 最 少 的 称 为 普 适 江 折 .9g 的 
普 适 开 折 一 般 不 是 唯一 的 . g 的 普 适 开 折 中 扩 售 开 折 参数 的 个 数 ， 
称 为 “向 量 场 9(%) 的 余 维 数 ”1. 对 于 在 平衡 点 附近 的 局 部 向 量 场 ， 
同样 可 以 引入 普 适 开 折 的 概念 ， 局 部 向 量 场 的 普 适 开 折 中 开 折 人 参 
7 这 里 的 余 维 数 足 对 无 参 玫 向 员 场 定义 网， 而 $9 的 俱 维 数 是 对 单 参数 加 明 场 十 
LW Bb te aa A L 
132 


数 个 数 , 就 是 平衡 点 的 余 维 数 ， 与 静态 分 分 研究 一 样 , 在 动态 分 贫 
研究 中 ， 疝 晤 场 的 普 适 开 折 以 最 简单 的 方式 包含 了 对 向 量 饭 的 所 
有 扰动 ， 从 而 可 用 来 分 析 受 殷 后 一 切 可 能 的 动态 分 岔 性 态 、 册 于 
得 量 场 全 局 分 析 的 困难 ， 这 里 只 讨论 在 平衡 点 附近 的 局 部 向 量 场 
《特别 是 其 PB 范式 ) 的 普 适 开 折 问题 ， 

BRAEM g(a) EO~(R") 有 非 双 曲 平 衡 点 wo， 我 们 可 按 以 下 
步骤 求 在 该 平衡 点 附近 向 量 场 的 PB 范式 的 普 适 开 折 : 

4. 在 平衡 点 附近 用 中 心 流 形 方法 将 动力 系统 降 维 , 得 到 约 化 
RE. 

2. 确定 平衡 点 we 的 余 维 数 mm 

3. 求 约 化 系统 的 PB 范式 , Kr RRB g-(@). 

4. 取 开 折 人 参数 ER"， 和 构造 gr(w) 的 一 个 mw- 参 数 开 折 
G(w，K)EO"(RexR"，R")， 使 得 其 z 射 式 扩 张 9@ Cw，j) 在 
J*(R"x RR*， 民 ) 中 与 反映 9 (0) FE so 处 的 退化 条 件 的 向 量 场 上 
射 式 集合 召 是 模 裁 的 ， 由 托 姆 模 截 性 定理 知道 ， Kn SRT 
的 横 截 福 在 向 量 场 空间 0~(R"x R”, RO) HERE K. 

5. EHG, p) 在 wo 附近 确实 是 向 量 场 gCw) 的 PB 范式 
%(z) 的 一 个 普 适 开 折 . 

由 于 上 面 的 第 4 步 只 考虑 平衡 点 性 质 ， 其 本 质 是 静 杰 的 ， 没 
有 涉及 向 量 场 的 动态 特性 (如 闭 轨 、 同 宿 或 异 宿 环 等 ), 因此 第 5 步 
的 证 明 是 必要 的 .对 于 一 维 向 量 场 , 非 游荡 集 仅 由 平衡 点 组 成 , 第 
4 步 得 到 的 %- 人 参数 开 折 对 动态 问题 来 说 也 应 当 是 普 适 开 折 ， 然 
而 , 对 于 高 维 向 量 场 , 情况 就 不 是 那么 简单 了 , 第 4 步 的 mw- 参数 开 
折 并 不 一 定 是 动态 分 岔 指 普 媚 开 折 ， 有 财 甚 至 不 存在 动态 分 贫 的 
EER Y. 

[ 例 所 ”考虑 沟 量 场 

2 一 gf(o) 王 az2- 二 90(a3)， a#0, rER! (14.7) 
EPEA co 0 附近 的 普 适 汗 折 问题 ， 由 例 6 知 道 ，m 一 0 是 
(44.7) 的 余 维 数 为 1 的 退化 十 稀 点 ，(14.7) 已 是 PB 范式 ， 取 其 


33. 


2 pra WE 


aga) =ar, | (14.8) 
《44.8) 的 一 个 十 参数 开 折 是 
e=-Gla, y)=p ptas, BER! (14.9) 


考虑 2 射 式 空间 J (RXR, R), 其 元 素 是 

(a, Hn Ss Far Pus Seer few Fan); fEO*(F'x RY, Rt) 
并 取 满 足 g2(z) 在 平衡 点 的 退化 条 件 的 子 集 六, 其 元 素 蚌 

(z, pw, 0, 0, Pir Saws Sans Sia), feor (rx RY, R?) 
现在 证 明 在 T(x RY, RYH, G, uiy 2 射 式 扩张 (a, p) 
(Yl 2,64) SFR E ERR. EXE, 4(2, w) + (0, 0) 
HA G(2, WER; 而 当 (2, w)=(0, OM, G0, OVER, 简 记 
ĜO, 0) 为 2, 直接 计算 得 知 

DG(O, 0) -Teo,.oF?+1,H=R*=T,77(R x Rt, Rt), 

于 是 , HMR eA, 1- SHH Ge, u) SRE 
集合 的 横 截 性 是 通 有 的 . 

RIH, Ge, u) 确实 是 向 量 场 ga(z) 在 z=0 附近 的 一 个 
HAH. RF, ACOM(RKR, R)Æ ga) 的 一 个 开 折 . 考 
BRS . 

=F (x, 4), SER, ACR (14.10) 
Al f(a, P) = glr) =ar, BW FCO, 0)=F,(0, 0)=0, F..(0,0) 
atl, AREER, 设 0 对 5<0, 可 作 类 似 的 讨论 ). 报 据 马 
尔格 朗 奇 (了 . Malgrange) 预 备 定理 (例如 见 [19]) 得 知 

F(a, 4) = (EC) +9(A)@ +2?) f(a, A), EU, AEV 
Hh EA nA O, R), f(z, A) EOU XY, R), H £0) 
=7(0) =0, f(0, 0)=4/2, UCR 和 VCR! PEBE RARR 
域 ， 由 于 gc>-0， 我 们 可 设 对 (z， 和 X) Ex 到 fle )>0 TE 
系统 (14.10) 与 下 列 系 统 在 芝 x 太 中 拓扑 等 价 : 

a~&(A) n Aeta (a, MEUxV (14,11) 
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令 am Sey + n(A)/A, = E(a)—P(A)/4, W411) TTE 
y = potay?. (14,12) 
由 此 可 见 ， 向 量 场 G(z， 睛 )( 即 系统 (14.9)) P(e, ACRE 
(14.10)) 是 拓扑 等 价 的 ， 从 而 Ga, HA) 是 gao) 的 一 个 普 适 开 折 。 
其 实 , 我 们 同样 可 以 证 明 G(o, 各 是 9(Cz)( 即 原 系 统 (14. 人 的 一 个 
HANH. 在 非 退 化 条 件 a 二 0 下 ， 系 统 (14.9) 在 (%, /一 (0 0) 
处 出 现 鞍 结 分 贫 ( 即 极限 点 分 盆 ). 这 里 的 结果 吉明 , 余 维 数 为 工 的 
鞍 结 分 盆 在 扰动 的 作用 下 有 保持 性 ， 邯 单 参 数 向 量 场 族 的 著 结 分 
偏 是 通 有 的 . 
[ 例 10] 考虑 向 量 场 
£- 一 ogg 十 Or2)， 
4 一 az 十 人 (2)， 
Hp r= (ety), WCR 是 常数 . 
由 &8 的 例 3 知道 《14.1T3) 的 一 个 3 阶 截断 PB 范式 是 1( 见 
(8.41)) 


(2, yy ER? (14.13) 


es —oy-+ (az— by) (a? +y’), 
y =aw+ (ba+ay) (+y). 
可 以 证 明 , 在 平衡 点 保持 在 原点 不 动 的 条 件 下 ，(2 y)~ (0, 0) 是 
《14.18) 的 余 维 数 为 工 的 退化 平衡 点 . 
在 极 坐 标 中 ,〈14.44) 写 成 
r=ar", 
eer, (14.15) 
在 ?=0 附近 , O(¢) Bat AEE, 因此 (14,15) 的 动态 行为 取决 于 
第 一 个 方程 ， 一 般 地 说 ， 当 gc 头 0 时 , (14.15) 的 第 一 个 方程 在 ?~ 
ona A EI GE 
f= jy + por + ar’, €14.16) 
= 考虑 到 平衡 点 保持 在 原点 的 要 求 ， 我 们 必须 职 如 一 0。 记 
=m, 14.16) FR 
} AXES 4 re FPB 范式 。 


(14.14) 
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T- prta, weER (14.17) 
(14.17) 连 同 (14.15) 的 第 二 个 方程 一 起 , 组 成 (14.15) 的 一 个 普 适 
Fh. HARA BH, 就 得 到 3 阶 PB 范式 的 一 个 普 适 开 折 
p = pa—oy+ (as— by) (a +y), 
y= wee + uy + (betay) (22 +4"). 
MERA eR h, 在 非 退 化 条 件 c 关 0 F, 系统 (14.18) 在 ;= 
0 处 出 现 通 有 堆 普 夫 分 岔 . 这 里 的 结果 表明 ， 余 维 数 为 革 的 通 有 
八 普 夫 分 命 在 扰动 的 作用 下 有 保持 性 ， 即 单 参数 向 量 场 族 的 通 有 
REGRAG AGA. 
[p11] 考虑 向 量 场 
人 
y=0(r°), 
Ehre ty. 
由 8 8 的 例 2 mE, (14.19) 的 一 个 2 Brag; PBR CH 
(8.32)) 


(14.18) 


Cz, YER (14.19) 


=y, 
f; = aay + bat, aoe. 


可 以 证 明 , 当 a0 540 时 , @, y= (0, 0) 是 (14.20) 的 余 维 数 为 
2 的 退化 平衡 点 ， 这 时 ，(14.20) 在 (x, y)= (0, 0) 附 近 的 一 个 营 
EDIE E 


|， 
Y= ta + way + any + br’, 
(14.21) 

其 中 参数 (jw we) CR, 图 14-1 描 
述 了 系统 (14.31) 在 (%, y)= (0, 0) 
附近 的 局 部 动力 学 性 态 随 参数 变化 
的 情况 .在 参数 (Ha we) FRE, 下 
列 分 界线 

SN: m=0, (2% 0) 
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H: p=- uh (>00) 
HO: m= — (49/25) u3 + OC?) (pa>>0) 
METAS AP PRR. Ca, oe) FER KR A BBA, (04.21) AY 
相 图 在 小 扰动 下 不 会 改变 ， 系 统 是 结构 稳定 的 .而 当 (o we) E 
上 述 分 界线 .上 时 ， 系统 是 结构 不 稳定 的 ， 分 界线 SN 对 应 平衡 点 
HRO (MERAJ) 五 对 应 填 普 夫 分 倪 ， 且 0O 对 应 同 宿 
轨 线 分 岔 ， 出 于 同 宿 轨 线 分 岔 是 全 局 分 岔 ， 这 里 的 结果 表明 局 部 
Se LA A bet BY LP AR. 
上 面 讨论 了 局 部 向 量 场 的 PB 范式 的 普 适 开 折 问题 ， 它 们 十 
向 量 场 分 贫 研 究 的 简化 横 型 ， 虽 然 我 们 还 未 能 清楚 地 知道 PB 范 
式 与 原 系统 的 分 岔 性 态 之 闻 的 一 般 关 系 , 但 是 在 一 些 情 形 中 , 可 以 
证 明 PB 范式 完全 反映 原 系统 的 动力 学 定性 性 态 . 这 种 PB 范式 
PARA PB 范式 .在 满足 所 述 的 非 退 化 条 件 下 , 例 9 Bi 
PB 范式 都 是 普 用 的 , 它们 交 普 适 开 抗 就 是 原 系 统 的 普 适 开 折 . 
最 后 介绍 在 非 双 曲 平衡 点 附近 的 局 部 向 量 场 的 分 类 问题 ， 考 
Eaa 
&=g(£), KER” (14.22) 
Herp w0 BIER EER A, BH 9O)=-0, HDG OARHATH 
特征 值 、 一般 地 说 , A g(a) 及 其 普 适 开 折 前 动力 学 性 态 取决 
于 两 个 因素 : 一 个 是 8(&%7 的 线性 结构 ， 邑 矩阵 Dye OMB 
特征 向 量 的 情况 ; 另 一 个 是 9(o) 的 非 线性 结构 ， 即 9(2) 的 展开 式 
中 非 线性 项 的 情况 .这 里 我 们 按 向 量 场 的 线性 结构 进行 分 类 ， 在 
此 基础 上 再 进一步 考虑 向 量 场 非 线性 结构 中 的 退化 性 对 动力 学 性 
态 的 影响 ， 设 了 9(0) 有 天 个 特征 值 的 实 部 为 零 , 它们 在 Dg(0) 的 
实 约 当 标 准 形 中 对 应 一 个 大 阶 子 据 J 即 经 过 举 标 的 线 狂 变换 后 ， 
可 取 标 准 形 


J 0 
Dg(0) -(3 ) 
其 中 A 是 非 零 实 部 的 特征 值 对 应 的 子 决 ， 记 K YAE MIE 
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阵 组 成 的 线性 空间 , & 为 在 站 中 与 了 相似 的 全 体 实 和 矩阵 组 成 的 子 
HE. RNK S 在 空间 K 中 的 余 维 数 为 "42) 的 线性 余 维 数 . 下 
画 按 线性 余 维 数 和 子 块 了 的 结构 ， 对 向 量 场 进行 分 类 .例如 
线性 余 维 数 为 1 的 情形 : 
343，Dyg(0) 有 单 重 零 特征 值 , 此 时 
. J=(0). 
2. Dg (0) 有 一 对 纯 虚 特征 值 土 iw, 此 时 


0 —o 
7-(° 5). 
线性 余 维 数 为 2 TIE. 
1. Dg(0) 有 二 重 零 特征 值 , 且 可 不 可 对 角 化 ( 即 卫 9407》 有 二 
重 非 半 简 单 的 零 特 征 值 ), 此 时 
0 1 
sae 
0 0 


2. Dy(0) Ah HEAL AWARE io (o>0), 


此 时 
0 0 0 
a 0 -»| 
0 w 0 


3. Dg(0) FPA SERIE tio, 和 tio (ea w2>0), 此 
时 
0 一 al 0 9 
o 0 0 0 
‘to D 0 -of 
0 0 wz 0 
Jh, REEI I An Ana 使 得 ayas= nne WKS 
E min: 共振 ”的 ; 否则 , J 是 “ 非 共振 ”的 ， 
此 外 , 还 有 更 高 线 件 余 维 数 的 销 形 .例如 当 Dg OA BAF 
AE FR BL iy BRE A 土 bw 时, 有 
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0 ~w 1 
J wv 0 Q 1 
0 0 
0 0 w 0 
Mg J EESE LRT, HARE ERAS RM 
如 当 Dg(0) 有 二 重 半 简 单 的 零 特 征 值 时 , 有 
D 0 
ae o) 
其 线性 余 维 数 为 生 | 
在 把 向 量 场 按 线性 结构 进行 分 类 之 后 ， 我 们 便 可 以 按 非 线 体 
结构 的 退化 情形 进一步 讨论 其 普 适 开 折 和 分 析 各 种 可 能 的 动力 学 


$15 HAMA EH 


应 用 中 ， 往 往 把 向 量 场 的 线性 化 矩阵 的 每 个 实 特征 值 或 每 对 
复 共 罗 特 征 值 与 该 系统 的 一 个 模 态 对 应 如果 某 模 态 对 应 的 特征 
值 实 部 为 0， 则 称 它 是 临界 模 恋 、 我 们 把 零 特征 值 对 应 的 临界 模 
态 称 为 定 态 的 , 并 把 纯 虚 特征 值 对 应 的 临界 模 态 称 为 周期 态 (或 埠 
普 夫 型 ) 的 .显然 , 仿 参 数 系统 的 失 稳 和 分 倪 现 象 ， 与 临界 模 态 的 
出 现 密切 牢 关 ， 这 里 考虑 合 人 参数 系统 在 某 个 参数 值 处 有 多 个 临界 
模 态 且 出 现 和 分 盆 前 情形 ， 在 该 参数 值 附 近 ， 临 界 横 态 之 间 的 非 线 
性 相互 作用 可 能 引起 更 复杂 的 现象 ， 例 如 次 级 分 售 的 出 现 由 于 
临界 模 态 有 两 种 基本 形式 ， 在 双 临 界 模 态 系统 中 就 有 三 种 模 态 相 
互 作用 ; 定 态 - 定 态 相 互 作用 、 定 态 -周期 态 相互 作用 和 周期 态 - 局 
期 态 相 互 作用 .假设 我 们 已 经 用 中 心 流 形 方法 将 系统 约 化 ， 从 而 
只 需 在 ”= 2 3, 4 维 空间 中 对 上 述 三 种 相互 作 用 进行 研究 ， 这 时 
着 重 讨论 它 们 产生 的 次 级 分 倪 问 题 ， 考 虚 
a+g(a, w)=0, @zeR", PER (15.1) 
设 Y(0， 0)=0, 并 证 L=D,g(O, 0). 
13? 


i. aa EAA AN 

此 时 五 有 二 重 堆 特 征 值 ， 了 空间 维 数 w% -2 La ee 
0 1 0 Q 
(。 aE o) NARREN BERERA AERAN 
有 的 , 线性 余 维 数 为 4， 我 们 可 以 利用 PB 范式 和 普 适 开 折 去 研究 
各 种 可 能 的 动力 学 性 态 (参看 8 14 的 例 1D)。 由 于 没有 次 级 分 贫 
出 现 , 在 此 不 作 详细 讨论 .中 

2、 定 态 -周期 态 相互 作用 

此 时 L 有 特征 值 0 和 上 al(w 基 0)， 不 失 一 般 性 , 可 取 避 二 二 
不 然 就 通过 坐标 变换 而 实现 。 取 空 间 维 数 w 一 8， 记 = (en ay 


ws)", L 的 标准 形 是 
00 0 
a 0 a) 
01 0 


我 们 选取 在 (sz ze) 平面 上 有 St 对 称 性 的 PB, 


工 0 0 
etalon) (15.2) 
0 3 Ta 


Hh p gr ME r eita n WR, 且 满 足 
plo, 0, 0)=p.,(0, 0, 0)=g(0, 0, 0)=9, ` 
(0, 0, 0)=1, 
引进 新 的 坐标 
$=, 20 = go+ $23, (15,3) 
MW (15 .2) RA 


O+g(u, v, w)v=0, (15.4) 
j+r(u, o, 6)=0, 
Bi r(0, 0, O)=1, 所 以 在 (w v, w)=(0, 0, 0 附近， 由 (15.4) 
的 第 三 式 见 到 8 是 单调 增加 的 ， 从 而 (15.4) 的 动力 学 性 态 由 前 两 
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fe 4, p)=0, 


B23 EEH 


个 方程 确定 . fu v, w= (py, o, w), glu, v7, po). H 
F p(0, 0, 0) =p. (0, 0, 0) = ¢9(0, 0, 0) = 0, $r Cu, v, m) = (0, 0, 0) 
是 了 的 一 个 奇 朱 点， 此 外 ， 了 关于 反射 变换 (tw v)u —o) 是 
Za FZ. E w= (wu, 9)7，(15,4) 的 前 两 个 方程 写成 


w+f(w, w)~=0, (15.5) 
系统 (I5. 呈 的 平衡 解 由 静态 方程 
fiw, p)=0 wER, wER (15.6) 


Sih, KEER 上 有 Zo 对 称 性 的 静态 分 岔 问题 . 由 坐标 变换 
(15.3) 显 然 可 见 ，(15.6) 的 解 对 应 原 系 统 (15. 人 9 的 平衡 解 ( 若 4== 
0) 或 周 斯 解 (车 v 到 0) .也 就 是 说 ， 原 系统 (二 .人 急 的 平衡 解 和 周 规 


解 可 以 分 别 由 下 列 方程 确定 ; 
1. FAM: 
plu, 0, p)=0, v=0. (15.7) 
2. 周期 解 
plu, oS w)=_¢(u, 0 了) 一 由 vD, (15.8) 


Fe BEE BPE FAT J SR BY Be AE, eR AS 15.) a 
Bethke. Usb, G5 T ARAKI EE Ze, (15.8) RRS 
迷 向 子 群 是 1. 

我 们 可 以 用 等 变 奇 异性 理论 去 研究 > 对 称 分 岔 问题 (15.6). 
通过 识别 和 普 适 开 折 , BAA fw, HHS A 2. tH, Wai 
得 知 原 系 统 (15. 人 的 动力 学 性 访 , 出 于 篇 幅 所 有限 ， 这 里 上 只 讨论 Za 
余 维 数 等 于 1 的 情形 , 更 多 的 结果 请 参看 [9] . 

对 Ze HAT B15 .6), Za 余 维 数 为 1 的 GS 范式 可 取 为 

fu v, p) = (81? +820? + egy, Byun), (15.9) 
Hh eg t1G=1, =, 4). 它 的 一 个 普 适 Z 开 折 是 
F(u, ©, p, &) = (eee? +800? +E, 84(e—ar)v)*, 
进 -- 步 分 析 表 明 , 我 们 只 要 取 al, es 一 1， 便 足以 研究 系统 的 
动力 学 行为 ， 考 虐 方 程 
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F(u, v, th, 0) = a0 ps, aaCu--a)v)™=0. 

(15.10) 
PF 15-1 分 别 对 co= 1, s= £1 A165. 10) RE Cu, v, = 
(0, 0, 0) FUN MAR. 可 以 见 到 ， 除 了 在 =0 处 出 现 
极限 点 分 岔 (在 %=- 0 平面 内 ) 外 ， 在 上 = 吧 处 还 出 现 yx#0 的 二 级 
JOR. 图 上 的 正 负 号 表示 在 相应 的 解 支 上 线性 化 朱 阵 Dao Fk 
的 特征 值 实 部 的 符号 ， 它 们 反映 该 解 支 的 稳定 性 . 回 到 原 系统 
《15.2)， 由 前 所 述 ， 可 知 本 情形 的 定 态 -局 期 态 相互 作用 表现 为 平 
衡 解 的 极限 点 分 岔 RAE) AA BK (= BE) 
互 作用 . 


图 15-1 


令 人 感 兴趣 的 是 , 定 态 -周期 态 相互 作用 在 一 定 条 件 下 会 产生 
在 二 维 环 面 上 的 准 周期 运动 (到 解 )， 即 出 现 二 维 环 面 分 岔 ， 图 
465- 上 的 星 号 表示 该 解 支 上 可 能 出 现 此 类 分 岔 .。 这 里 举例 说 明 
2. ByR15.OHA—-tH ZH RP Ra-e-1, 85e 
Siy 
H(u, v, po ©) = (P+ OC) 
(15.11) 
给 出 的 系统 
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w+HH(w, p, oO w=(u ER (15.12) 
(15 19) 在 只 =0 处 出 现 平 衡 解 前 极 跟 点 分 售 和 在 避 =a2? 处 出 现 平 
衡 解 的 二 级 分 贫 ( 狗 图 15-2), 它们 分 别 对 应 着 原 系 统 (15.9) 的 极 
限 点 分 倪 和 通 有 和 霍 普 夫 分 岔 ， 值 得 注意 的 是 ， 当 o>0 时 ， 二 级 分 
EME p= ax(3+a)/4 处 还 会 出 现 堆 普 夫 分 岔 ， 即 在 该 处 产生 系 
统 (15.13) 的 一 个 周期 解 (在 图 15-2 RA ae). HRE 
换 (45.3) 知 道 ， 这 个 三 级 分 贫 解 对 应 原 系 统 (415.9) 的 一 个 二 维 不 
变 环 面 , SAT HPA AE A. 

上 面具 介绍 根据 (15.6) 的 Zo 祭 维 数 为 工 的 分 岔 结果 所 反映 
HRA DWAR TN, 应 当 指 出 ，(15.6) 的 更 高 Z: RE 
的 分 岔 结果 还 会 带 来 更 复杂 的 动力 学 行为 。 总 的 来 说 ， 我 们 可 按 
定 态 -周期 态 相 互 作用 中 出 现 的 ( 通 有 或 退化 的 ) BABA ME 普 
夫 分 岔 的 类 型 进行 分 类 ， 

3. 周期 态 - 周 期 态 相互 作用 

此 时 L 有 两 对 纯 虚 特征 值 二 w 和 test (其 中 on, w2>0), 
取 空 间 维 数 %=4。 在 非 共 捧 情 形 , 上 的 标准 形 是 

0 -a 0 0 


jo 0 0 -of 

0 0 aw 0 
这 时 ， 在 RY 中 的 PB 范式 有 了 对称 性 ， 并 可 用 极 坐 标 变换 化 为 
E R LE ZOZ 对 称 性 的 分 岔 问题 .研究 表明 , 这 时 不 仅 会 有 
BERDA, 而 且 还 可 能 出 现 二 维和 二 维 环 面 分 贫 . 

在 共振 情形 , 0/02 n/n me 是 非 负 整数 ) , 其 中 ma tn> 
4 的 情形 称 为 器 共振 , 其 动力 学 行为 与 非 共 拔 情 形 相似 ; za +e 
的 情形 称 为 强 共 振 ， 甚 动力 学 行为 十 分 复杂 .。 至 于 非 半 简 单 1:I 
共振 ， 就 可 能 同时 出现 定 态 - 定 态 、. 定 态 - 周 期 态 和 周期 态 -周期 六 
等 多 种 模 态 由 互 作用 江 会 导致 混沌 运动 . 

我 们 还 可 进一步 研究 有 对 夭 性 的 系统 的 模仿 相互 休 用 U RE, 
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它 可 以 用 来 解释 在 转动 圆 简 之 间 流 动 的 一 些 复 杂 分 岔 现象 R 
$3), 在 该 流动 系统 中 , 实验 装置 的 铀 对 称 性 得 知 周 向 人 SOC2)( 即 
水 平面 上 二 维 旋转 群 ) 对 称 性 ， 由 圆 简 无限 长 度 、 轴 向 周期 性 和 对 
水 平面 的 反射 不 变性 假设 得 知 轴 商 (2) SE, 因此 流动 系统 
有 空间 对 称 群 了 一 QO (2) xSO(2), 从 而 可 用 有 对 称 性 的 分 贫 理 论 
HIRT, 根据 在 实验 中 观察 到 座 塔 流动 可 能 变 为 泰勒 
涡流 和 螺旋 涡流 这 一 事实 , 它们 分 别 对 应 静态 分 侈 和 和 霍 普 夫 分 倪 ， 
因此 我 们 可 以 用 有 对 称 性 的 定 态 -局 期 态 相互 作用 理论 去 研究 库 
塔 流动 的 一 些 分 岔 现象 B 15-3 4} BY a ED BR e 9 = 0.8 和 
0.888 时 的 分 岔 情况 .基本 流动 是 库 塔 流动 , 图 15.8(i) 上 除了 有 
泰勒 涡流 、 蛇 旋涡 流 和 殊 带 涡流 这 三 种 初级 分 倪 之 外 , 还 有 三 种 二 
级 分 岔 ( 波 状 涡 流 、 扭 状 涡流 和 调制 螺旋 涡流 ) 以 及 多 种 二 级 分 倪 
(它们 一 般 都 有 两 个 或 三 个 不 可 公约 的 频率 成 分 }; 15.30 b 
给 岂 田 一 种 状态 , 此 时 泰勒 涡流 改变 分 岔 方向 和 稳定 性 , 并 可 能 存 
在 更 多 的 模 态 相互 作用 . 


GD7= 0.882 “ 


16-3 
1. 库 塔 流动 2. EM 3. RR 4. UIA TE 
5. PUT Ti 6. TARR T. DARE 
8. WAERN 9. 调 岂 媒 诈 涡流 


附录 ”微分 动力 系统 基础 


微分 动力 系统 是 研究 分 贫 的 重要 数学 基础 . 它 起 源 于 19 世 
纪 林 对 动力 学 问题 中 常 微 分 方程 的 定性 研究 。 本 世纪 60 AE AR 
K, 微分 动力 系统 的 研究 取得 了 重大 进展 ， 这 里 简要 介绍 微分 动 
力 系统 的 一 些 基本 概念 、 基 本 性 质 ， 详 细 内 容 请 参看 有 关 的 专著 
(例如 [UJ~ (71, [21]~ [25]). 

1， 巴 拿 赫 空 间 的 微分 运算 和 隐 函 数 定理 

在 数学 上 ， 非 线性 问题 通常 可 以 通过 定义 在 有 限 维 或 无 限 维 
空间 上 的 非 线 狂 映射 或 方程 来 表示 。 巴 合 赫 空间 是 最 重要 的 空 
问 ， 因 为 它 适合 建立 微分 运算 ， 常见 的 巴 合 埋 空间 的 例子 包括 ” 
维 欧 氏 空间 RAE AR AE CD. Hilbert) 空 间 等 . 

ROMS ROBE, ULE MTT, BNS: 
UF. MER cE H lim [fot E)—f(eo)|=0, WK f H 


zo Khe, WE S EE cCU REM, MRS EO 上 的 连续 
映射 ， 对 于 线性 算 子 立 :6 -> 多， 它 是 连续 的 充 要 条 件 是 之 是 有 界 
算 子 ， 即 存在 M>O, 使 得 对 任何 ES g Za] < Mic]. CO AF 
的 全 体 线性 有 界 算 子 的 集合 ZE， 有 多 ) 是 一 个 线性 空间 ， 若 引进 
范 数 

IZI = sup [Rel], RELE,F) (4.1) 


就 可 使 LE, 多 ) 成 为 巴 拿 替 空 间 ， 

RRA USF, EP UCE BHR. WRH zoE VU， 存在 
REARS D ELE, F), 使 得 对 IE] EADE ECE, 
有 

SF Gor) —f (ao) = Df (@oF+ oC EN), (A.2) 
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ip 


lim | Tt (tot &)- uae T DFDE] 0, (A.3) 


LERET | 

ME LORE ro AETA”, IRR Df (wo) (或 记 作 产 (zo)) 为 了 在 zo 处 
的 导 算 子 OMAE (R. M. Fréchet) SH). MRS EE a 
CU PAPA AM, WR SEO LIA”, 如 果 了 在 世上 可 微 ， 
且 呈 /0 一 2 ,有 多 ) 在 世上 连续 ， 则 称 了 是 “7 上 的 Ot RI”. 
特别 地 ， 当 =R*、 多 一 R" 对 , 映射 :UCR"->R" 是 mw 元 % 维 
网 量 函 数 ， 记 空 一 (ci，…，wm)， SES (FLE om， 
Falta, y Em) FS HECET Aba oh, Wi Df (a) wy AE wT 
ERA: 


Oa. . fa 
Oa OX mn 
Df ae) — (Zs) -| : : | aa 
Of, Fn 
ie . nn 


SEU EE O 映射 的 充 要 条 件 是 Bjz/aw 在 U EFE RG 
=1, +, m j=1, =, n), 

我 们 还 可 定义 高 阶 导 算 子 (高 阶 导数 ) 如 下 ;如果 D> 
DE mo EU 处 可 微 , WER ESAT Ch 阶 导数 ) 为 D*f (wo) 
D(D*Ff) (xo). WR DY EU LIM, H DS EO Lies, 则 
Hie f A ORS, BDF EU 上 O 可 微 . 

U EE ORI (1) fy 8 od — PR PES Ml, 记 作 OU, 
F). We, U 上 全 体 连 续 映 射 的 集合 也 是 一 个 线性 空间 ， 记 作 
OU, F). 我 们 可 以 分 别 在 它们 上 面 引进 范 数 : 

Iflo=sup {i f(@) It, 
Iflex=max{|DYf loo, r=0, 1, =, k}. k>d 
VU, FROU, 多 )) 中 具有 有 限 范 数 的 全 体 映 射 构成 巴 合 
RE 
BRS EMARUCE 到 开 集 VC 上 的 双方 单 值 的 连续 映 
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USH 


RRNA EM, WHS EU AY LMS e 
db, MRFS 都 是 0O* RACAL), WRAPS EU AV 上 的 一 
i C* aR, 

MAMI Khe F_ GRASRER UCC AVC 是 
FR PREP CO*UxV, 4). MBH Co, y ECU xV RA 
Fito, Yo) 一 0, AS RF y WSR Dy f(a, yo)E LF, A) By 
的 , WARRT V, 满足 x%0 EDCU, goEPCV ,并 有 唯一 的 映射 
gU, E yoge NEE A Sle, g@))=0. ÆU E 
EO 的 , 其 导数 为 

Dg(a)= —(D,f (a, gz)) Df (a, g(@)). 
ERE, Def Dif 分 别 表示 对 2 和 gy 取 的 导数 ( 称 偏 导 算 子 , 或 偏 
导数 ). 

隐 函 数 定理 是 非 线 柱 分 析 芍 一 个 重要 定理 . 

2.， 微 分流 形 和 可 微 映射 

BRAM 被 一 组 开 子 集 {如} HR MMU. 如 果 


每 个 子 集 可 。 都 可 通过 一 个 同 凸 映射 ( 即 双方 连续 的 可 道 揣 Pa 
BE Ro 中 的 一 个 开 子 集 六 a, 且 对 任何 两 个 这 样 的 子 集 Us MU m 
当 交集 W-U NU, EZR, papz E pa W) A pW) 上 的 Or 
RCSL) ( 见 图 A-1), RATHER Ua, pa) 2 M 的 一 个 
图 ， 它 们 的 全 体 {(D。 gs)} 称 为 M RA C BR, 如 果 于 的 
两 个 C* 图 册 的 并 仍 是 Cr 图 册 , 就 称 它们 是 Cr 相 容 的 ， 易 证 这 种 
相 容 关系 是 一 种 等 价 关系 ， 集 开 上 Or 相 容 图 册 的 等 价 类 称 为 
“3 的 一 个 微分 结构 。 如 果 集 Mt 有 一 个 微分 结构 ， 就 称 为 一 个 
“nt Cr AR >). ER, n 维 流 形 从 整体 上 可 以 看 成 由 
R" 的 开 集 “ 粘 接 ”而 成 的 、 特 别 地 , R 中 的 开 子 集 本 是 一 个 0” 流 
形 , 其 图 册 可 取 {(, D}, 是 全 等 映射 ， 此 外 ,% 维 球面 


Sr zzERotl， ai=) 
FI n Rpm =S x -x St 都 是 % 维 微分 流 形 的 重要 例子 . 
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设 全 为 n 维 微分 流 形 M 的 子 焦 ， 如 果 对 每 仿 2ES ,有形 在 
BAHRU, p), ER PS nD) 为 RYCk<<n) 中 的 开 集 , MR S 为 
型 的 一 个 天 维 子 流 形 . S 在 开 中 的 余 维 数 等 于 nn 一 上 . 


M F | F 
©» GIAO) 
- Ne : 


% J Paa prl | Ppofop-t {e 
PE EE 
EJ 5 
R” 2 R” E Pi 
图 A-1 图 A-2 


TRAE A Ta AE TE RE YR” 换 为 巴 拿 赫 空间 好 ,并 相应 
地 定义 集合 M=() Ua 的 O 相 容 图 册 {(Ua, Pa}, 其 中 PatU > 


Vace, AARO 巴 拿 赫 流 形 ? 的 概念 ， 其 维 数 dim M = 
dimé. 巴 拿 赫 流 形 不 只 包括 有 限 维 流 形 ， 而 且 可 以 包括 无 限 维 
流 形 。 为 方便 起 见 , 我 们 仍 将 Cr CREME KA Cr 流 形 . 
BRUNA HE, WAS: MON. 对 于 任何 x 下， RE 
oshA f(e)EN AAU, OAV, Y). 如果 复 合 映射 of op-+ 
Epa) CF 的 菜 个 邻 域内 是 0*(r 守 可 微 的 ( 见 图 六 -3), 则 称 于 
是 “于 LE CRH” 我 们 把 从 流 形 M AN ee OO” we aT 
集合 记 作 0O* (CM, N). 对 FECF (和 到， 下)， 令 {CCe，gu)} 和 
(Fa, 中 oe)} 分 别 为 流 形 M MN HEM BASU) CV a 对 任意 
s>0, 定义 了 的 8- 令 域 如 下 : 
Bf)={g9lg EO(M, N) gU DCV a, Vos 
H sup i hargo pa —the fopa i OX Gea) CEF 
. (A.B) 
于 是 ， 所 有 这 些 - 邻 域 组 成 的 集合 {BLP | fC O*CM, ND} Æ 
O'CM, NR — +a, MEM, Mkata. 4 
yla, 从 流 形 M 到 自身 的 全 体 0* 上 映射 的 集合 记 作 OM), 
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” 设 流 形 MAN RAR, f: MON AER, Bf ft 
都 是 O* 可 微 的 , 则 称 MON 是 O RRR, ERS WM MBN 
的 O” RR”, 所 有 0* RAR Ai fe Ditf*(M, N), EHO M, 
MUTE. 特别 地 ， 从 流 形 WAS wy OR RK RA ic 
Diff*( M). 

最 后 指出 , iY: (a, CRM 是 O RN, 则 称 y EM 上 
BY OF 曲线”、 

8. MI MARK 

动力 系统 理论 所 研究 的 是 随时 间 演 化 的 系统 的 全 局 (大 范围 ) 
定性 行为 (例如 平衡 态 、 周 期 运动 、 回 归 运 动 、 长 时 间 的 渐 近 运动 
等 ). 按照 时 间 以 连续 或 离散 方式 变化 ， 可 将 动力 系统 分 为 两 天 
类 : 连续 动力 系统 (或 连续 流 ) 和 离散 动力 系统 (或 离散 流 )， 前 者 
通常 简称 动力 系统 (或 流 ) . 

考 患 在 开 集 ZCR" 上 的 自治 党 微分 方程 组 
t=dæ/ðt=f (æ), TEU, ER (A.6) 
Ep f: UR E OFkS 1) BO, ME @oCU, ERE 
上 唯一 性 定理 ,此 方程 组 有 唯一 的 满足 X] po = wo HY O RE w= pt, 
Yo)， 这 个 解 亦 称 为 过 点 wo WHR. 假定 每 个 解 的 存在 区 间 都 是 
《一 0, 二 00)， 记 (ww) 二 p(t，w), PE, 对 tE 民 可 得 0* 映射 
p:U>U. 集合 {Phen 有 以 下 的 人 性质， 

Ci) go(w) =a, YEEDU,; 

(it) @e(p(@)) = pæ), Ys, ER, wT, 
DA p EU DRAMA, AAA p =p. TE {pher BO 
上 的 单 参数 变换 群 ， 把 上 述 结果 推广 到 微分 流 形 ， 便 得 到 流 形 上 
的 动力 系统 的 定义 ， 

RM 是 一 个 微分 流 形 ，p:: MoOMGCER) EA MAA SH 
Ok>L) MR, MRR dod ler BME: ( 群 性 质 ) 

Ci) po= 

CH) pops— Pere, YS, LER, 
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WR EAA M 上 的 O* 连续 动力 系统 ”( 或 “Or FH”), 

类 似 地 ， 对 于 任何 从 型 到 自身 的 Oi) BS, SE 
Diff*( M), 双边 序列 {f"}nez 显然 满足 : 

(i) f=; 

(ii) frcefr=frt™, Vn mE Z, 
我 们 称 该 序列 为 “ 玉 上 的 OF 离散 动力 系统 ”( 或 Cr 离散 流 ) 。 

在 一 些 发 展 型 偏 微分 方程 或 映射 问题 中 ， 还 会 选 到 半 动 力 系 
统 . 为 此 ,只 需 将 前 面 的 定义 中 的 微分 同 胚 推广 到 可 微 映 射 ， 如 
果 对 12=0, OF 映射 p:: MM WE pos I M pop pare, V8, t> 
OCHRE), WR {odio 为 及 上 的 OX* 半 动力 系统 (或 中 半 
we). Ph, ey OF ket f:- MoM 可 生成 O* 离散 半 动 力 系统 (或 
Of BREID >o. 

E G EPFREME M LEERI, BRR f: MoM, 


ü FC) =g fC), VgEG, EM 

风 称 了 为 忆 等 变 映射 。 如 果 在 上 述 动力 系统 (或 半 动 力 系 统 ) 中 

的 微分 同 胚 (或 可 微 映 射 ) 是 G 等 变 的 ， 则 称 该 系统 有 对 称 群 C. 
动力 系统 的 对 称 群 的 存在 对 该 系统 的 性 态 有 重要 影响 . 

4. 向 量 场 

Hv, y (—ò, 3)~>M(S>0) 是 流 形 M 上 过 mm 的 两 可 微 曲 

BR, y1(0)=y2(0)=20, BART zo 处 的 任 

A$) EU, p), Apy) (0) = (poy) (0)， 

3 WEE x 则 称 曲 线 y 和 ?ya WS. 型 上 过 mm 处 

-ð 的 曲线 的 一 个 切 等 价 类 g(xo) 称 为 M 在 m 

t 处 的 一 个 切 向 量 ，z 处 所 有 切 疝 量 组 成 一 

| Goole 个 线性 空间 Ta M(E A-3), BR M 在 

E 如 处 的 切 空 间 ， M 上 各 点 处 的 切 空 间 的 

图 A-3 HDM =, JTM HAM HOA” ze 


对 每 点 =E M 给 定 一 个 切 向 量 $(w) CPM, MIR BM EMTA 
i50 


E O 的, We EAM 上 的 O* AB”. M Eek oO 向 量 场 组 
R— PRES, WE ZM). 可 以 适当 地 取 范 数 EM) 
RACZEK. pi, FAM 为 开 集 CR"， 则 了 三 = 民 "， 
ik OF BRGY FUR" 定义 了 如 上 的 一 个 0* 向 量 场 . 

RN AMSA, FROCR 上 的 动力 系统 可 由 常 微分 
方程 和 =- Fo) 生成 (这 里 wwEU)， 即 由 可 上 的 向 量 场 了 生成， 类 
似 地 , 流 形 M 上 的 动力 系统 在 一 定 条 件 下 可 以 由 如 上 的 向 景 场 
(或 相应 的 发 展 丛 微分 方程 ) 生 成 ， 设 E22*(M)(k>1)，7Y:J = 
《一 ae) 一 Me>0) 是 政 上 过 ao 的 gz 曲线 ,7(0) 一 xo， 如 果 对 任 
HEJ, 曲线 a 7 O)MM AE WS) RE’ E= faa), 
则 称 y( 纪 为 向 量 场 了 的 过 zo 的 积分 曲线 , 即 ?( 芒 是 了 给 出 的 发 展 
型 微分 方程 

v=f (8), EM (A.T) 
满足 初始 条 件 <(0) = r 的 局 部 解 ， 报 据 解 的 存在 唯一 性 定理 , Æ 
ff 是 OF RES), WAEN EM H O 局 部 解 存 在 旦 唯 
一 我 们 把 它 记 作 pE, D—o.(e). 把 # 看 作 参 数 , 0* BN p: 
MoM BER po= I M pppn Vs, EEJ 成 立 。 这 些 p: 的 
集 称 为 局 部 流 . 如 果 过 每 点 z2E. 的 局 部 解 w(z) 的 定义 域 都 可 
以 延 拓 到 (-- cc，ce)， 则 向 量 场 A( 即 方程 (A.7)) 在 用 上 有 整体 
K AMET M 上 的 一 个 O" 流 {Prier 

作为 一 种 重要 傅 形 ， 落 了 为 紧 微 分 流 形 M 上 的 Of WHC 
字 1),， 可 以 证 明 整 体 解 存在 ， 从 而 给 出 型 ERRi 流 ， 类 似 
地 , 若 五 为 流 形 MARTE, 在 其 边界 OK 上 , OF 向 量 场 指向 K 
的 内 部 , 就 可 确定 长 上 的 OF 半 流 ( 见 
图 A-4). 

Col] 线性 系统 

T=Ax, TER" (A.8) 
Hp A= (a Enx RER. 此 方 
程 有 初始 条 件 X feni = wo WHA 


151 


æ =e xmp, (£o). 

于 是 Pp 一 ef( 其 中 tiE 民 ) 给 出 一 个 动力 系统 ， 

[A 2] 梯度 系统 

æ= — VV (z), TEUCR" (A.9) 

Hb V (a) 称 为 势 联 数 . 

[ 例 急 ”哈密 顿 系统 

HE CG, os ga Po e, PY ECR2， 险 密 顿 函数 五 :了 -> 民 ， 
五 = 五 (gi，…，gs，PD1,，"“，Pn)， 哈 密 顿 系统 由 下 面 的 哈密 顿 方 
程 描述 ， 


$b (10) 
[W4] 非 线 性 振动 系统 
单 自由 度 自由 振子 模型 为 
Z+g(s, ©) =0, zER (A.11) 
它 等 价 于 下 面 的 党 微分 方程 组 (平面 系统 ): 
=y, y=-—gle, y). (s, y) ER? (A.12) 


[例如 ”反应 -扩散 系统 
BH w= (a, e, m) ER", $20, U= (ta, s Un) ER", SÈ 
E-P BRB MOT hF B Y- AD RADE: 


Ge L y. (D7) +ful@, u, VU), k=l, =, m 
(A.18) 
其 中 Dy EP RERU. e, m), CITN æ, u GHAR, fa 
ERT (b=1, o, m), 该 反应 -扩散 方程 组 在 适当 的 巴 拿 替 空 
间 中 可 以 写成 发 展 型 方程 。 根据 抽象 微分 方程 的 算 子 半 群 理论 ， 
其 初 信 问 题 在 一 定 条 件 下 对 1>0 存在 唯一 的 整体 解 ， 从 而 生成 一 
个 半 动 力 系统 . 
5. SLR EFRR 
io) 是 流 形 M 上 的 动力 系统 ， 对 xE ,可 以 定义 过 = 的 
BUR ya) = (ole) LER), JEA K AÈ a B E E B y Ce) ~ 
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{p (e) >00) AUB y- = ple) < 人 00. 

ME pe MH p= p, YER, ME p AFE ARTA 
点 )， 若 该 动力 系统 由 向 量 场 (<) 生成 , 这 时 显然 有 ,7(p)…0. W 
i pie Rf BR RRA), 

如 果 ge M KATTO WE or = 9, WH g 为 周期 点 .这 
AT 值 中 的 最 小 值 称 为 周期 ， 过 3 RARE A E N h k a A 
o). 

如 果 F RAE MRTE Wace Pr, Aple) EF, Yt 
ER, 则 称 忆 为 不 蛮 人 入， 显然， 动力 系 统 的 每 条 轨 线 , 特别 是 平衡 
点 和 周期 轨 线 ， 都 是 不 变 集 。 下 面 介绍 的 极限 集 和 非 游 费 集 是 更 
一 般 形 式 的 不 变 集 . 

Woe M, 过 = 的 轨 线 的 w 极限 集 ( 或 正极 限 集 ) 和 o 极限 集 
(或 负极 限 集 ) 分 别 为 

wla) ={yE M) 存在 序列 # 一 十 co {ih pua) >y}, 
ale) =-= {ye M| 存在 序列 二 > -co 便 pi(2) 一 9}. 

Mee M, MBM e HET BMU HE T>, FET, 
EBU NPU AD, Wek «HABER, 全 体 非 游荡 点 的 集合 
称 为 非 游荡 集 , 记 作 QClp)， 非 游荡 集 是 一 个 闲 不 变 集 ， 它 的 补 集 
M\(p) 称 为 游荡 集 . 

容易 见 到 ,平衡 点 和 周期 轨 线 都 是 它 本 身 的 和 a 极限 集 ,此 
bb, © 和 a 极限 集 都 是 非 游 落 集 . 

类 似 连 续 动 力 系 统 那 样 ， 我 们 可 对 离散 sa 


HARARE eo eM bey = 
一 个 同 胚 . Wee M, “过 z 的 轨 线 "是 {g*(z) (en) 
|kEZ}, ÈE M 中 的 一 个 点 列 ， WHE gp) 
=p 的 点 p 称 为 不 动 点 。 若 存在 正 整数 m， moas 
使 得 g"(g) = 9 W ABA m A. BA, g 的 周期 m 点 是 复合 
eat g” 的 不 动 点 . 

连续 与 离散 动力 系统 之 间 ， 有 着 密切 的 关系 。 例如 给 定 b> 
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0, 等 隔 一 定 的 时 间 fo 就 对 连续 流 oe 作 一 次 采样 , 便 得 到 一 个 离散 
流 fg"}cz， 其 中 9 一 pe， 通常 称 为 频 闪 映射 . 另 一 个 重要 例子 是 
由 庞 卡 莱 映 射 生 成 的 离散 流 . 
O ETER pK- RAMAR. Eel. daki 
余 维 数 为 1 的 0* 子 流 形 CC 站， 使 2 5RR T ERR A T 
在 4 处 的 切 向 量 此 g) 竺 Z 5). 根据 流 的 连续 性 ， 此 时 存在 g 的 
某 邻 域 DC 了 MBM CU Tr(a) >O, WE prle) ES, 
HE4 O<i<r(e) i 9s《2) 生 2( 见 图 A-5). RATA WE MPR Ps 
U->23 inf: 
P(t) = Pate), YiEUCE (A.14) 
P RARE Z 上 的 庞 卡 莱 映 射 (或 首次 返回 映射 .后 继 映 身 )、 显 
wR, 映射 卫 有 不 动 点 9 HEAL OF 映射 . 
6. HF SMBs Hi 
设 型 为 微分 流 形 , $ n EM EHO 向量 场 , 它们 分 别 生 成 
M ER p Mp MRE AER: MM, PHP: FMR 
映 为 p OLA, 并 保持 时 间 定 向 ， 则 称 向 量 场 # 和 CRR Y 
p 和 攻 ) 是 拓扑 等 价 的 ， 也 就 是 说 ， 对 任何 ZE 型 ，0< 王 <3 有 
O<to<e, 使 得 
hopala) = nA CE). (4.15) 
Wp, MARA, E =t WRK ES An Ba She ED. 
类 侯 地 , SRM RAR. WM 上 的 O” ARS. MRA 
MMM, 使 得 


hof =gch, (A.16) 
则 称 它们 是 拓扑 共 辑 的 ， 总 之 , HARIRI TSN, 两 个 动 
为 系统 将 保持 相同 的 罗 线 拓扑 结构 . 


在 许多 情形 中 ， 我 们 只 关心 流 (或 离散 流 ) 在 平衡 点 (或 不 动 
点 ) 附 近 的 轨 线 性 态 . MRT SO RI) RRL MAF 
衡 点 (或 不 动 点 ) 的 邻 域内 成 立 , 则 称 为 局 部 拓扑 等 价 ( 或 驹 部 拓扑 
KE). 
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?， 线 性 化 . 双 曲 性 和 稳定 性 

平衡 点 (或 不 动 点 ) 的 研究 是 局 部 问题 ， 因 此 可 以 只 在 该 点 的 
SALT, 无 需 涉及 整个 流 形 ， 取 流 形 M 在 平衡 点 (或 不 动 点 ) 
p 处 的 一 个 地 图 (加, gp)。 不 失 一 般 性 , 同 汪 p HU Wey Ea 
fl 8 中 的 点 Y(2) <0 MSR. 于 是 或 们 可 以 在 局 部 拓扑 等 价 
(RI MAL FERA O HRR 中 研究 平衡 点 (或 木 动 
点 ) 问 题 . | 

考虑 连续 系统 As 
| a=f(2), EVEE (A.17) 
其 中 f(%) 是 0: 向 量 场 , 原点 0 是 一 个 平衡 点 , 即 f(0) =0, (A.17) 
在 点 O 处 的 线性 化 系统 为 

s= Df (O02, aGVcée (A.18) 

SAY A SORT A O KRELER. 如 果 线 性 算 
+ Df(0) 的 谱 ( 当 多 = R* 时 只 含 特征 值 ) 的 实 部 不 为 0， 则 称 点 O 
为 双 昌 平衡 点 。 其 中 , 当 了 /0) 的 谱 的 实 部 都 为 负 值 (或 正 值 ) 时 ， 
点 O 称 为 汇 (或 源 ); 否则 称 为 鞍点 . 

定理 工 ( 流 的 格 鲁 勃 曼 - 哈 特 蛇 届 .FpoGxamr-P.Hartman) 定 理 ) 
BE 为 巴 拿 规 空间 ,jz) 是 三 Cg 上 的 OF 向 量 场 , 点 0 是 一 个 双 
HOE OG A, 则 向 量 场 .fc) 与 其 线性 化 向 量 场 在 点 DO 的 某 邻 域内 是 
局 部 拓扑 等 价 的 . 


上 述 定理 表明 ， 在 流 的 双 é D (JP 
FAE PE e 2 f HE HB h = » | 
构 ， 可 用 线性 化 流 描 述 ( 见 加 ay , 


A-6). 

对 离散 系统 ， 亦 可 作 类 似 而 
的 讨论 设 9 是 到 上 的 微分 同 胚 , 点 0 是 一 个 不 动 点 ， 即 9(0) ~ 
O. g 在 点 O 处 的 线性 化 局 胚 为 Dg(0) ， 如 果 Dg(0) 的 谱 的 模 不 ， 
等 于 1， 则 称 点 0 为 双 曲 不 动 点 . 其 中 , 当 Dg 人 0) 的 谱 的 模 都 小 于 
IRATON, AO 称 为 汇 (或 源 ); 否则 称 为 鞍点 .对 于 离 散 流 ，， 


155, 


同样 有 下 述 定理 : 

定理 %( 离 散 流 的 格 鲁 过 曼 - 哈 特 曼 定理 ) ROARS BSE 
H, g 是 下 一 多 上 的 OM, ROR-TRAT 动 点 ， 则 9 和 
Dg(0) 对 应 的 离散 流 在 点 0 的 某 邻 域内 是 局 部 拓扑 共 罗 的 . 

设 zo 是 平衡 点 ， 对 于 任 给 s>0， 存 在 3>0， 使 得 对 系统 
(A ,17) 的 满足 |z(0) 一 zol<3 的 任何 解 CE), A hel) -zola 
(Vi>0), Mi ze 为 (在 李 雅 普 诺 夫 意 义 下 ) 稳 定 的 ; BM, zo 便 是 
不 稳定 的 ， 如 果 平 衡 点 zo BREN, 且 在 它 的 某 邻 域内 的 一 切 解 
4ir+o 时 都 趋 于 ro WK. 是 渐 近 稳定 的 . 对 于 流 的 平衡 点 
的 稳定 性 , 有 下 述 结果 : 

定理 8( 线 性 稳定 性 定理 ) Ra 是 系统 (和 .17) 的 平衡 点 . 如 
Df (ao) MM LBA fh, 则 z 是 渐 近 稳定 的 . 如 果 DIA 
正 的 谱 点 ,; 则 wo 是 不 稳定 的 . 

对 于 离散 流 的 不 动 点 , 有 类 似 的 结论 : 

EEA Rn EO MR 的 不 动 点 .如 果 Dg(zo) 的 谱 的 模 
AVF 1, Woo 是 渐 近 稳定 的 ， MEDI mo) BAAF INA, W 
to 是 不 稳定 的 . 

” 易 知 双 岗 平衡 点 (或 不 动 点 ) 或 为 渐 近 稳定 的 ， 或 为 不 稳定 
的 . 

对 于 流 ( 或 离散 流 ) 的 周期 斩 线 的 双 曲 性 和 稳定 锤 ， 我 们 可 以 
通过 歼 卡 菜 映 射 (或 复合 映射 ) 化 为 相应 的 不 动 点 问题 去 研究 ， 例 
如 , 对 于 流 p 的 周期 轨 线 荆 ， 过 任 一 点 gE 症 取 截面 2 MEEK 
RHP, ME PERIA g 处 的 导 算 子 DP(2) 的 谱 的 模 不 等 于 
1, 则 称 工 为 双 曲 周期 轨 线 . 

8. BET RAT BERG 

先 考虑 连续 系统 (A.17), 点 0 是 双 划 平衡 点 ， 记 DSO) A 
TI=oCos Hho 和 or 分 别 为 谱 中 实 部 小 于 0 和 大 于 0 的 子 
集 ， 根 据 谱 分 解 的 理论 , PRBS UAE CH SOS", KH 
HS 和 和 28 都 是 盾 子 空间 ， 算 子 DOE SAS 上 的 谱 分 别 为 
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o fiot, HER YRKER EM, 线性 化 系统 (A.18) 在 (或 
六 ) 上 的 流 是 收缩 (或 扩张 ) 的 ， 因 此 A 和 分 别称 为 线性 化 系 
统 的 稳定 子 空间 和 不 稳定 子 空间 . 对 于 系统 (A. 芋 ), 我 们 在 点 Ok 
WRT 中 定义 局 部 稳定 流 形 Wi (0) 和 局 部 不 稳定 流 形 Wi (0) 
如 下 : 
Wi. (0) = {2 V | xf t>0 有 Pilx) EV1( 点 0 的 某 邻 域 )， 
HY ito 时 9:(5) 一 0}， 
Wie (0) = {2 V |H t<0 A p(x) CV al AK O WRR), 
且 当 t->— co 时 p (e)>0}, 
其 中 ,是 系统 (4.17) 的 流 . 
定理 六 流 的 稳定 和 不 稳定 流 形 的 定理 ) 设 点 0 是 系统 
CATO) AHP RE, fo) OFC) RH, MEE 0* 流 形 
Wiw《0) 和 Wice (0), 它们 在 点 处 分 别 与 5 AS 相 切 , 且 有 相应 


的 维 数 . (HA A-%) w we 
再 考虑 离散 系统 情形 ， 设 9 BV ba g“ 


O (R21), RO 是 一 个 双 曲 不 动 点 ， 记 
o* 和 o* 为 线性 算 于 .Dg(0) 的 谱 中 模 小 于 1 
和 炎 于 的 子 集 ， 于 是 有 一 A@e*, 其 中 
P: #16" 分 别 为 Dg(0) 的 稳定 子 空间 和 不 稳 ae 
WTB, DOER EM BAM Eo Alo, EV EMG 的 
ABBEY Wi.) 和 局 部 不 稳定 流 形 Wi (0AF: 
Wt.(0) = {EF | Xt n=O FH g(s) EVON O 的 某 邻 域 )， 
HY n> +00 时 g*() 0}, 
Wie (0) = {2 EV | Ht nO Kg”) EVO O AAEM RR), 
且 当 n> +00 了 时 g(a) 0}. 
定理 8( 离 获 流 的 稳定 和 不 稳定 流 形 定理 ) HORO E> 
1) 向 胚 的 双 曲 不 动 点 , 则 存在 O 流 形 WH. (OWO, 它们 村 
AiO Abas BIG SA SY HIT, 且 有 相应 的 维 数 ， 
局 部 稳定 和 不 稳定 流 形 都 可 以 延 拓 成 全 局 稳定 和 不 稳定 涯 
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形 ， 此 外 , 对 流 (或 离散 流 ) 的 双 曲 周期 轨 线 , 亦 可 类 亿 地 建立 稳定 
和 不 稳定 流 形 概念 ， 
9. 中心 流 形 
在 非 双 曲 平 衡 点 (或 不 动 点 ) 附 近 , 轨 线 有 较 复杂 的 钻 法。 这 
里 只 讨论 空间 如 = BR" 的 情形 、 至 于 无 限 维 巴 拿 赫 空间 的 结果 ,可 
SALT), [53]. 
先 考虑 连续 系统 (入 .29). 设 点 口 是 非 双 曲 平衡 点 ， D1C0) 的 
谱 e=osUco*Uco 其 中 必 和 ov 的 意义 如 前 ，oa 是 谱 中 实 部 为 0 
的 子 集 , 并 取 空间 8 HRR E POS OL, 使 得 Df (0) Fe E, 
EME 上 的 谱 分 别 为 "as Mo, E ee 和 co 是 线性 化 系统 
的 稳定 子 空间 、 不 稳定 子 空间 和 中 心 子 空 
EA 
w 定理 7( 流 的 中 心 流 形 定理 ) BAO 
是 系统 (A.17) 的 非 双 曲 平衡 点 ,f(z) 是 0* 
向 量 场 (1<5<co), 则 在 点 0 的 某 邻 域内 ， 
存在 过 点 O 且 在 该 处 分 别 与 ot, ot 和 如 
Bon 相 切 的 0* 局 部 稳定 流 形 Wh. (0) O 局 部 
不 稳定 流 形 Wie (0) A OF 局 部 中 心 流 形 全 和 (0)( 见 图 A-8). 
它们 都 是 局 部 不 变 集 ( 即 过 流 形 上 每 一 点 的 轨 线 在 充分 小 的 时 间 
内 仍 在 此 流 形 上 )， 此 外 ， 厂 ?2(0) 和 WE ORR REH, 但 是 
Wi (0) 一 般 不 是 局 部 唯一 的 . 
在 非 双 曲 平衡 点 附近 ， 流 在 与 中 心 流 形 “ 横 截 2 的 方向 上 的 局 
部 性 态 是 比较 简单 的 ， 因 为 它们 主要 由 局 部 稳定 和 不 稳定 流 形 上 
的 收缩 流 和 扩张 流 决定 ， 但 是 ， 在 局 部 中 心 流 形 上 的 流 可 能 是 收 
缩 或 扩张 的 , 而 县 一 般 与 线性 化 流 在 中 心 子 空间 上 的 性 态 不 同 , 因 
此 深入 分 析 中 心 流 形 上 的 流 的 性 态 是 十 分 重要 的 . 
[ 例 ] 考虑 系统 
a= 2, Y= —y. (2, y)ER* (A.19) 
它 的 浇 足 初始 条 件 (z, y) |f-o= (x0, Yo HY A 
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E" WY 


wT y= ye? 


给 出 ， 消 去 之 后 , 有 

y= (pE), 
由 此 可 见 , AOE <0 EAST APL 0 时 都 趋 于 原点 ， 
县 各 阶 导 数 都 趋 于 0， 在 右 半 平面 “>0 上 ， 上 共有 一 条 轨 线 ( 即 
正 半 4 轴 ) 当 2>0 时 趋 于 原点 ( 见 图 v 


A-9). Re 
系统 (A.19) 在 原点 处 的 线性 化 系 T We 


统 的 中 心 子 空间 6° 就 是 ¢ 轴 ， 由 于 中 5 > 
心 流 形 在 原点 处 与 2 相 切 ， 因 此 系统 pa 
(A.19) 在 左 半 平面 的 任 一 轨 线 与 正 半 

xz 轴 一 起 ， 都 是 一 个 Or 中 心 流 形 。 H BE ere 


此 可 见 , RECA 19) BAAS A Cr 中 心 流 形 . 

对 于 离散 流 的 非 双 曲 不 动 点 , 也 有 类 似 的 中 心 流 形 定理 , 这 里 
SARE. 

10， 结 构 稳 定性 和 通 有 性 

“结构 稳定 性 ”是 指 当 动力 系统 受到 小 扰动 后 拓扑 结构 保持 不 
变 的 性 质 . 设 了 是 微分 流 形 开 上 的 0* RG, SEZ). 
如 果 存 在 8>0, 使 得 在 了 的 某 邻 域 了 (7 (会 看 (和 .5) 式 ) 中 的 证 
ACHRAI BS SMHS, WHA BECO RHEE 
的 ; 否则 , 称 为 C 结构 不 稳定 的 、 通常 只 考虑 Of 结构 稳定 性 ( 简 
称 为 结构 稳定 性 ),， 我 们 还 可 类 似 地 给 出 微分 同 胚 的 结构 稳定 性 

在 次 多 情形 中 ， 我 们 只 关心 系统 的 平衡 点 (不 动 点 ) 附 近 的 局 

部 拓扑 结构 , 这 时 要 用 局 部 结构 稳定 性 的 概念 。 例如 ， 设 zo 为 向 

量 场 了 的 平衡 点 ， 即 (zo) 一 0。 如 果 对 了 的 某 邻 域 BCP) PRE 
何 向 晤 场 y 的 平衡 点 Wo( 即 yy) 一 0), FE mo F Yo FA OF TE AB Be, 
B J Ay 是 局 部 拓扑 等 价 的 ， 则 称 了 在 wo 附近 是 局 部 结构 稳定 
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BY. 
(1) 单 自由 度 振子 系统 


G+ pe-+eraO, zER (A.20) 
它 再 以 写成 下 面 的 平 而 系统 ; 
>y, Y=- oey. (x, DER? (A.21) 


当 以 >0( 或 <0) 对 , 原点 是 该 系统 的 稳定 (或 不 稳定 ) 焦 点 ; 当 us 
0 时, 原点 是 该 系统 的 中 心 ( 见 图 入 ~10)。 BR, w= OM WAM ABE 
是 结构 不 稳定 的 ， 因 为 它 与 上 为 0 对 应 的 系统 的 拓 盾 结构 不 是 等 


价 的 . 
9 
=) H> 
A-10 
[ 例 3] ”如果 平面 系统 
a= f(a) rER: (A922) 


有 连结 鞍点 的 癌 宿 或 异 宿 胃 线 ， 则 此 系统 是 结构 不 稳定 的 。， 设 系 
统 有 连结 鞍点 Ph 和 ps 的 蜡 宿 轨 线 7( 见 图 和 ~11(i))。， 这 时 适当 
的 小 扰动 就 可 以 把 浆 点 连 线 撕 开 ， 使 异 宿 轨 线 消失 ( 见 图 A-11 
(i))。 是 然 未 受 扰 系统 与 受 扰 系 统 不 是 拓扑 等 价 的 . 


i) 


图 A-141 


对 于 二 维 紧 流 形 上 的 向 量 场 , 有 下 面 的 结果 : 
定理 8 皮 索 杜 (M,.M.Peixoto) 定 理 ) RK 是 二 维 可 定 门 的 
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RRB, fE2*(K), M 了 为 结构 稳定 的 充 要 条 件 是 : 

O 该 系统 有 有 限 个 平衡 点 各 财 轨 , 旦 都 是 双 则 的 ; 

(2) AER AS AER, 

(3) ERDERA TFE A AR, 
Hh, 27K) eb BF AEs 8 se AR RERNE, 

tEA— RE, 设 GCCR? 为 平面 紧 集 , fE ZUG) AT 
稳定 的 充 要 条 件 只 需 上 面 的 条 件 (1) 和 (2 .这 是 因为 平面 向 量 场 
的 非 游 划 集 只 由 平衡 点 、 闭 轨 和 同 ( 蜡 ) 宿 罗 线 组 成 , KEM ARE 
(2) 和 (3) 是 等 价 的 . 

fe 2* (A) (R DIEM), WEARER P RRA 
微分 同 胚 ) 组 成 的 集合 是 ZM) C DPM) pA RT HT 
集 的 交 , 贴 称 性 质 P 是 通 有 的 (generic); AM, 性质 P 是 退化 的 
(degenerate). 概括 地 说 ， 如 果 人 性质 卫 在 某 个 动力 系统 集合 中 是 
通 有 的 ， 则 表示 该 性 质 在 此 动力 系统 集合 中 是 “一般 "和 “普遍 成 
Se"), 定理 8 的 结果 指出 , 结构 稳定 性 在 二 维 可 定向 的 紧 流 形 上 
HO 向 量 场 集 含 中 是 通 有 的 , 而 结构 不 稳定 性 是 退化 的 ， 这 个 结 
论 对 高 维 (mz>3) 情 形 不 再 成 立 。 

对 高 维 微分 流 形 上 的 动力 系统 , 结构 稳定 性 的 研究 十 分 困难 ， 
至 今 沿 未 有 完整 的 结果 ， 在 讨论 高 维 动力 系统 的 结构 稳定 性 时 ， 
经 常用 到 “ 横 截 性 * 的 概念 。 车流 形 M 的 两 个 子 流 形 S1 和 5s 或 
者 不 相交 , RAREN p ESLNS: 有 

TM=T,S1+ TySz, 

RWS. BS. 是 模 截 的 ， 一 般 地 说 ， WR RA RE AAEM 
平衡 点 (不 动 点 ) 或 周期 轨 线 ， 或 者 某 些 稳定 流 形 与 不 稳定 流 形 非 
横 截 相交 , 则 该 系统 是 结构 不 稳定 的 . 

ll. 2B 

BV HAAR UM 上 的 全 体 O RH RO FE) AR 
SH WEAN 中 结构 稳定 系统 组 成 的 集合 . 由 结构 稳定 性 定 
义 可 知 S 是 一 个 开 集 , TEV 中 结构 不 稳定 系统 的 集合 2=V\S 
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是 一 个 闭 集 。 对 于 集 中 了 的 系统 ， 总 存在 任意 小 的 扰动 ， 使 该 系 
统 的 拓扑 结构 发 生 恋 化 ， 即 扰动 系统 与 原来 系统 不 拓扑 等 价 (或 
AHF), 这 种 现象 称 为 分 盆 ，> 称 为 动力 系统 空间 中 的 分 贫 
集 .如果 我 们 只 研究 在 平衡 点 (或 不 动 点 ) 附近 的 局 部 网 量 场 (或 微 
AAR 的 结构 稳定 性 , 就 可 以 类 似 地 建立 局 部 分 分 的 概念 . 

WBA KD WASH I 是 空间 不 中 的 一 个 余 维 数 为 了 的 
子 流 形 , 则 对 应 的 分 岔 的 余 维 数 为 *.。 分 岔 余 维 数 可 以 作为 动 
力 系 统 的 退化 程度 ( 即 结构 不 稳定 程度 ) 的 一 种 衡量 ， 如 果 分 岔 余 
维 数 越 大 , 则 系统 退化 程度 越 大 , 受 拢 后 可 能 上 出现 的 拓扑 结构 变化 
HABL, 从 而 分 贫 性 态 就 越 复 条. 

2. HAS AMSA it 

SRES RRA AE bla GX BARA AB we eB 
HAMEED). V=2°( HM). RV pA m Skis 
量 场 fx, p), EM, EJCR” 是 分 倪 参 数 ， 如 果 有 woe, Xİ 
po 的 某 邻 域 TCJ h ÉI AE fA palo), e A fie, pma) 与 
fle, OSI, WRAS HMB fe, p) 在 wo 处 出 现 分 
Z, RADZE, SHKACAARSR pe SA PM DAK B., 
根据 参数 & GHB SC, MEIER HHA ee 
给 出 的 向 量 场 f, n) 均 成 空间 了 的 一 个 子 集 D,. 了 在 参数 空 
间 中 的 分 岔 集 召 对 应 在 动力 系统 空间 广 P y TREND, A 
A-132). 


RZ IT 


图 A-t2 a A-13 
接着 讨论 m SRA fis, we) RCICR”) 的 分 贫 性 态 在 
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扰动 作用 下 的 保持 性 ， 设 joEJ 是 了 的 一 个 分 盆 值 , 月 其 他 we 
JE RID. WREE FP RWC, 使 得 对 任何 只 
人 参数 向 量 场 9E 了 且 ， 有 一 个 在 政 x 了 上 的 连续 喘 射 如 (2, WP 
(yix, p), (me), ERR Sle, w) 《其 中 EDERRA 
量 场 g(y, bp) 的 罗 线 ， 且 保持 时 间 定 向 ， 则 称 了 在 po 处 的 分 盆 是 
通 有 (或 非 退化 ) 的 ; 否则 , 是 退化 的 。 显然 ， 通 有 分 贫 的 定性 性 态 
在 m% 参 数 向 便 场 集合 中 不 受 扰动 而 改变 , WBA MW.. 

m 参数 向 量 场 对 应 空间 六 中 的 一 个 m 维 子 流 形 了 D,。 如果 
D, 与 空间 了 PRATER E TE fo AERA AE, UAE fo Ab HH BT AD 
HEH. 例如 在 图 A-18 +, MSR SHA 
cS RS MRA fo. BRAG, 曲线 e 变 为 相 邻 的 
HRG FR BAN, 曲线 5 亦 与 分 岔 集 DR, BÈ 
明 单 参数 向 量 场 族 在 小 扰动 下 分 岔 性 态 保 持 不 变 , 即 向 量 场 fo 的 
AG BEAN. 在 图 A-14 上 ， 单 参数 向 量 场 对 应 的 曲线 0 与 分 
TR HUF ERRAZ) 这 时 足够 小 的 挑动 就 可 能 使 切 点 
消失 或 变 为 多 个 交点 ， 可 见 小 扰动 就 会 改变 此 单 参 数 向 量 场 的 分 
EAS, 从 而 向 量 场 fo WA BB, EA ADS E, WSR 
量 场 p 对 应 的 二 维 子 流 形 卫 与 2 BRAT po, NE pof 
分 贫 是 通 有 的 ， 然 而 , 单 参 数 向 量 场 了 对 应 的 曲线 c( 一 维 子 流 形 ) 
与 了 在 fo 处 非 模 截 祖 交 , KAR So MOP RB. . 


图 A-14 图 A-15 


MRT ES RES fl, UERN WADE 都 是 通 
AM, 则 该 向 量 场 是 车 用 的 , 杏 则 是 非 草 用 的 . 非 普 用 的 含 参数 向 
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量 场 有 退化 分 岔 、 我 们 可 以 通过 引进 附加 参数 ( 即 开 折 ) 的 方法 ， 
把 非 普 用 向 量 场 扩展 为 普 用 向 量 场 . 

对 于 加 参数 向 量 场 f(z,， J) (ER"), 如 果 引 进 新 的 参数 >E 
R Ail(m +b) SR Fle, u, v), IBF (a, p, 0) =f (2, a), 
Mik Fla, p vei, Ak SBA,» 为 开 折 参数 . 如 
果 f(w, KT F(a, p 2) 是 普 用 的 ， WEF AS 的 一 个 
普 用 开 折 ， 普 用 开 折 在 拓扑 等 价 的 意义 下 包含 了 对 ,的 一 雪 可 能 
的 扰动 . 7 一般 有 无 穷 多 个 普 用 开 折 , ES 
的 一 切 普 用 开 折 中 ， 含 开 折 参 数 数目 最 少 
的 称 为 普 适 开 折 ， 了 的 普 适 开 折 以 最 简单 
的 方式 包含 了 对 了 的 所 有 扰动 ， 普 适 开 折 
所 含 的 开 折 参 数 的 数目 , KAS RRB, 
普 适 开 折 通 常 也 不 是 唯一 的 ， 

ms 如 果 含 参数 向 量 场 是 普 用 的 ， 我 们 就 
可 以 根据 它 在 参数 空间 中 的 分 贫 集 B 去 完整 地 了 解 它 在 动力 系 
统 空间 六 PRAZAS. 例如 图 A-16 给 出 某 双 参数 的 普 用 向 
BH P(e, a, DESA, B) 平 面 上 的 分 贫 集 吾 ~ 吾 UBs、 于 
是 光滑 曲线 部 分 对 应 着 余 维 数 为 工 的 分 贫 , 尖 点 5s 对 应 著 余 维 数 
为 2 的 分 分 ， 在 参数 平面 上 的 每 条 曲线 B= B(ao) 给 出 相应 的 单 参 
KRH f(e, a) 三 F(z，m，B(a))， 由 图 A-16 容易 看 到 ， 曲 线 
ci 对 应 的 单 参数 向 最 场 是 普 用 的 , 而 曲线 ca 和 cs 对 应 的 单 参数 向 
量 场 不 是 普 用 的 ， 
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F 65] 


词 条 按 汉 语 拼音 顺序 排列 , 由 特殊 符号 开始 的 条 目 放 在 最后， 
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